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摘 要

本文旨在研究与讨论七维流形上几个经典的性质, 并且构造一个样例流形.

大体上,本文所涉及的内容主要为微分几何与少量的 Lie群表示论. 具体而言,先

以大量的几何与代数知识作为铺排,通过具体回忆对 K3曲面的 Kummer构造流

程, 仿照与推广此法构筑所需的七维紧致流形; 辅以提前备好的分析工具与精准

的技巧,证明该七维流形的 Holonomy群正为 G2群.

本文的核心研究对象是流形上的结构,尤着眼于较为罕见的例外群结构. 基

于对一般对称群结构的了解, 以及特殊例外群的表示论信息的积累, 以一般致特

殊,在扩大数学视野的同时深化研究内容. 详细来说,本文着墨于 G2 的表示理论

与推广的 Kummer构造的分析,并最终运用于目标流形的构造.

本文的形式似读书报告与综述的有机结合. 既有对具体文章的深入研读与细

致讨论, 汲取对具体问题的技巧与经验; 又有对近七十年来英法美诸国相关数学

资料的搜集,整理历史发展的脉络并对知识进行存优去劣的梳理. 两部分在文中

皆起到必要作用,相互交织之下完成对文本的叙述. 宽泛来说,除去第一章的介绍

性内容, 第二章是综述的体现, 而第三四章则是对 Joyce 论文的具体研读与整理

思考.

关键词：微分几何、Lie群表示论、Kummer构造、例外群
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ABSTRACT
This article aims to study and discuss several classical properties of 7-manifolds

and construct an exemplary manifold. Broadly speaking, the content covered in this

article mainly revolves around differential geometry and a small amount of Lie group

representation theory. Specifically, it starts with a substantial amount of geometric and

algebraic knowledge as a foundation, recalling in detail the Kummer construction pro-

cess for the K3 surface and using it as a template to construct the required compact

7-manifold. Accompanied by prepared analytical tools and precise techniques, the ar-
ticle aims to prove that the Holonomy group of this 7-manifold is precisely G2.

The core focus of this article is the structure on manifolds, with particular em-

phasis on the rare exceptional group structure. Based on an understanding of general

symmetric group structures and the accumulated knowledge of representation theory for

specific exceptional groups, the article aims from the general to the specific, expanding

the mathematical horizon while deepening the research content. More specifically, the

article delves into the representation theory of G2 and the analysis of the extended Kum-

mer construction, ultimately applying them to the construction of the final manifold.

The form of this article is an organic combination of a book report and a survey.

It involves in-depth study and meticulous discussion of specific articles, drawing upon

techniques and experiences related to specific problems. Additionally, it involves col-

lecting mathematical materials from English, French, and American literature over the

past seventy years, sorting out the development of the history and optimizing the knowl-

edge. Both parts play necessary roles in the article and intertwine to complete the narra-

tion of the text. In broad terms, aside from the introductory content in the first chapter,

the second chapter serves as a manifestation of the survey, while the third and fourth

chapters focus on the specific study and organization of Joyce’s paper.

Key Words: differential geometry, representation theory of Lie group, Kummer’s con-

struction, exceptional groups
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符 号 说 明

ℝ 实数,也表实直线

ℂ 复数,也表复平面

ℤ 整数

𝑆1 一维环面,也表单位圆周,适时定义为 ℝ/ℤ

𝑆𝑛 𝑛维球面

𝑇 𝑛 𝑛维环面,定义为 𝑛个 𝑆1之积

𝐵𝑛 𝑛维开球,若存在下标则表半径

GL(𝑛) 向量空间 ℝ𝑛上的一般线性群

SL(𝑛) 向量空间 ℝ𝑛上的特殊线性群

SO(𝑛) 向量空间 ℝ𝑛上的特殊正交群

SU(𝑛) 向量空间 ℂ𝑛上的特殊酉群

𝐶𝑛(𝑉 ) 向量空间 𝑉 上的 𝑛次可导且导数连续的函数全体

𝐶𝑛,𝛼(𝑉 ) 空间 𝐶𝑛(𝑉 )中 𝑛阶导数 𝛼-Hölder连续的子集

𝐿2(𝑉 ) 向量空间 𝑉 上的平方可积函数全体

T𝑋 流形 𝑋 的切丛

T∗𝑋 流形 𝑋 的余切丛

ℂℙ𝑛 𝑛维复射影空间

H𝑛(𝑋, ℝ) 流形 𝑋 的实系数 𝑛阶 de Rham上同调

d 流形上的外微分算子

∧ 楔积

∇ 流形上的联络,或称协变导数

余下符号将在正文中定义,且尽量遵循普遍习惯.
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第一章 简介

本文旨在通过初步的代数与分析的手段, 对群 G2 与以其为 Holonomy 群的

流形有简单的了解. 本文会提供一定的前置知识介绍与细节计算,最终将构造出

一个紧致的以 G2为 Holonomy群的七维流形.

第一节 历史

数学不必基于史学,然鉴往知来,有百利无一害.

英文词汇 Holonomy来自物理学家 Hertz,其原始的含义与如今几何和代数中

的含义关联不大, 因此按下不表. 一战战后是一个井喷的年代,在 Schrödinger方

程在德国被发表的同一年,法国的 É. Cartan为几何学引入了 Holonomy群. 适时,

人们只对 Holonomy 群有初步的了解: 一个经典的例子是 Ambrose-Singer 定理,

一定程度上给出了 Holonomy群的构造.

下一个时间节点是二战战后的 1955年,法国数学家 Berger给出了 Holonomy

群的分类定理. 原始的定理提出了所有可能成为 Holonomy群的线性群, 并且在

Alekseevskii和 Salamon的进一步排除下,人们知道了所有 Holonomy群. 在这个

分类列表中, 有两个并非常见的群: 一个便是本文中考虑的群 G2 , 另一个是群

Spin(7)——这两个群统称为例外群.

分类并不是一个学科的结束, 对于 Holonomy 理论来说甚至只是开始而已.

这是因为人们对具有不同 Holonomy 群的流形还知之甚少, 对于特殊的两个例

外群, 直到八十年代才得到了具有完备性的构造. 直到九十年代末, 英国数学家

Joyce给出了具有紧性的具体构造. 时至今日,仍然有尝试通过几何流等方法寻找

紧致的且以 G2为 Holonomy群的流形的努力.

第二节 行文

本文将主要分为三个部分: 前置知识的简单介绍,具体流形的构造,以及证明

此流形确为所求. 为了行文之简洁,部分定义将不会使用最为抽象和推广的版本,

而只会尽量贴近本文所需.

前置知识部分将大致介绍何为群 G2 以及为我们所用的 G2 的不可约表示.

此外 Riemann流形上 Holonomy群本身的定义也将被详细讲述. 如有必要, 会简

3
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单介绍一些有用的几何操作.

具体的流形构造将从七维环面 𝑇 7 出发,通过对 𝑇 7 作用一个离散群,商掉此

群的作用来得到一个有奇点的几何结构,最后对奇点进行剪切再粘贴从而得到目

标的流形. 这一流程中不仅有对流形的操作,更有对流形上结构的操作,并且这是

更应关心的部分,也是下一部分证明工作的根本.

一个流形以群 G2 为 Holonomy群的条件可以写为某种形如 Yang-Mills方程

的非线性方程,此部分唯一的目的便是分析此方程. 这一部分将被分为两个主要

定理, 其中第二个定理将会把流形上已有的结构转化为更适合分析学处理的条

件,而第一个定理将会承其衣钵,完成证明.
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第二章 前置知识

第一节 𝐺-结构的定义与性质

对一个流形的研究可以通过对其上的结构进行研究,进而反向得到流形的性

质. 这样的哲学, 其操作手段和实现方式不胜数, 可以说占据了几何学的大半江

山. 作为本文的开始,结构群以其广泛和适用应当在第一位进行介绍.

Leiden大学的 Federica Pasquotto在网络上有一讲义 [1]汪洋闳肆,实现了从零

开始的 𝐺-结构教学,是为本节最适合的参考材料.

结构群 𝐺将会作用于标架上,使得标架进行变动,标架能变动的程度被称为

𝐺 -结构. 自然语言的直观不过了了几字,而下面的几个定义准允了严格化.

定义 2.1 令 𝑉 为线性空间,标架 Fr(𝑉 )是 𝑉 的所有有序基的集合.

具体写来,标架 Fr(𝑉 )中的一个元素 𝜙可以写为 𝜙 = (𝜙1, ⋯ , 𝜙𝑛)的形式,其

中 𝑛 = dim𝑉 而 𝜙𝑖 ∈ 𝑉 . 有一个典范的 GL(𝑛)的右作用出现于此,即

Fr(𝑉 ) × GL(𝑛) → Fr(𝑉 ), (𝜙, 𝐴) ↦ ((∑
𝑗

𝐴𝑖,𝑗𝜙𝑗)𝑖).

此外, 我们还可以关心 𝑉 与标准的 ℝ𝑛 之间的标架的关系, 这实际上便是每一个

𝜙 ∈ Fr(𝑉 )诱导的一个线性映照 ̂𝜙 ∶ ℝ𝑛 → 𝑉 把 ℝ𝑛中的标准基 𝑒𝑖映到 𝜙𝑖. 有了这

些简单的准备,我们下面可以定义在线性空间情况下的 𝐺 -结构.

定义 2.2 设 𝑉 是一个 𝑛维线性空间,群 𝐺是 GL(𝑛)的一个子群. 一个 𝐺 -结

构 𝒮 是 Fr(𝑉 )的一个子集,且满足如下之条件:

- 任取 𝜙 ∈ 𝒮 和 𝐴 ∈ 𝐺,应有 𝜙 ⋅ 𝐴 ∈ 𝐺;
- 若 (𝜙, 𝜙′) ∈ 𝒮2,则应有 ̂𝜙 ∘ ̂𝜙′−1 ∈ 𝐺.
但这样的定义不仅没有记号之便宜也疲于书写细节,下面述而不证一个近乎

平凡的命题以求给出 𝐺-结构的另一种表达形式,以助于后文的叙事.

命题 2.1 设 𝑉 是一个 𝑛维线性空间,而群 𝐺是 GL(𝑛)的一个子群. 则我们

有 𝑉 上的 𝐺 -结构和 Fr(𝑉 )/𝐺中的元素之间的一一对应.

以线性空间为本,下面的论述旨在推广至流形上. 流形𝑀 上每点 𝑥 ∈ 𝑀 切

空间 T𝑥𝑀 上定义 𝒮𝑥 ⊂ Fr(T𝑥𝑀)并令之光滑变动. 为了不局促于光滑性的探讨,

我们自然使用标架丛 Fr(𝑀) 来进行论述且强调其作为 GL(dim𝑀)-主丛的观点,

而此时收集全体 𝒮𝑥 的无交并 𝒮 = ⋃𝑥 𝒮𝑥 也便成为了标架丛 Fr(𝑀)的一个光滑
子流形,以及𝑀 上的丛.

5



中国科学技术大学本科毕业论文

当然线性空间到流形的推广会带来不可胜数的新内容,且应当指明这里自然

存在两种不同意义上的切入点,即从逐点到局部和从局部到整体. 前者大多数时

候是某种分析上的问题,滥觞于某些标志性的方程,代表性的例子有 Frobenius定

理和 Newlander-Nirenberg定理;后者大部分时候是某种拓扑的困难,如代数拓扑

和示性类便可以展示局部到整体的障碍. 在本文的 𝐺-结构部分主要关心前者,为

此也引入可积性定理的框架来统一处理. 这是相对有趣的话题,并不打算仅浅尝

辄止于本文需要的程度.

可积性定理的思想实在充分简明, 即力图用逐点的条件推出局部上的存在

性. 以 Newlander-Nirenberg定理为一个样板,陈述为一近复结构若其 Nijenhuis张

量消失则应当为一复结构所诱导. 流形上近复结构的存在性本身是完全的逐点条

件, 要求逐点的切空间上存在一个线性空间的近复结构; 复结构要求流形存在复

的坐标卡, 明显带有局部的味道; 而 Nijenhuis张量同样工作在切空间上, 但将最

终使用到 Cauchy-Riemann方程组上去获得一个局部的解. 现在本节余下部分的

目标与之一致,定义何为 𝐺-结构的可积并寻找相关的方程.

定义 2.3 取定 𝑛维流形𝑀 上的一个 𝐺-结构 𝒮 ,一个𝑀 的坐标卡 (𝑈, 𝑥0)被
称为适应于此 𝐺-结构,若其诱导的切向量组成的标架恰好落入此 𝐺-结构,即

(∂1(𝑥), ⋯ , ∂𝑛(𝑥)) ∈ 𝒮𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑈.

称一个 𝐺-结构是可积的,若对于任何 𝑥 ∈ 𝑀 附近存在一个相适应的坐标卡.

作为切空间诱导的结构, 被流形间的光滑映照所推拉也均可自然定义, 此处

不再复述. 在此框架下,积分子流形的存在性被视为某个分块三角化矩阵群对应

的可积性,复结构的存在性则是 2𝑛维流形上 GL(𝑛, ℂ)-结构的可积性.

另一方面,流形上的 𝐺-结构的定义形式上类似于主丛,这启示我们完全可以

使用主丛的表述和工具来研究. 关于主丛的入门性材料不妨参照笔者曾与好友在

一学生刊物上所写的短文 [2]的前一部分,建立了微分几何中主丛的定义直至联络

与曲率的定义;后一部分旨在推介代数学家如何点评主丛,并在数论中大展身手.

然而主丛是极为一般的对象,显见只有一部分主丛可被视为 𝐺-结构,如一要

求在于至少要让 𝐺是 GL(𝑛)的一个子群. 同样我们关注到一个 𝐺-结构是从 T𝑀
上的标架丛得到的. 如下命题可综上总言,以资参考.

命题 2.2 群 𝐺是 GL(𝑛)的一个闭子群. 则一个𝑀 上的 𝐺 -主丛 𝑃 同构于一
个 𝐺 -结构 𝒮 当且仅当 𝑃 伴随的向量丛是切丛 T𝑀 本身,其中伴随丛的定义中使

用 𝐺作为 GL(𝑛)的子群的自然的 ℝ𝑛的表示.
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主丛的约化可以给出线性空间上 𝐺-结构的性质的推广,总结为如下命题.

命题 2.3 给定一个流形𝑀 与群 𝐺 ⊂ GL(𝑛),则流形上𝑀 上的 𝐺-结构 𝒮 一
一对应于投影 Fr(𝑀)/𝐺 → 𝑀 的光滑截面 𝜎.
少量基于层论的思索立刻能给出下述推论.

推论 2.4 取 Lie子群𝐻 ⊂ GL(𝑛),若 GL(𝑛)/𝐻 可缩则𝐻-结构的存在性恒可

保证. 取𝐻 = O(𝑛)立得结论: 任一流形上总可定义 Riemann度量.

当然,主丛仍然只能作为讨论的框架,而作为具体的 𝐺-结构则有主丛所没有
的结构: 接下来要构造的重言形式是不得不谈的.

定义 2.4 给定 𝑛维流形𝑀 上的一个 𝐺-结构 𝒮 , 其上可以定义一重言形式
𝜃𝒮 ∈ 𝛺1(𝒮, ℝ𝑛)为,任取 𝑋𝑢 ∈ T𝑢𝒮 ,定义

(𝜃𝒮 )𝑢(𝑋𝑢) = ̂𝑢−1((d𝜋)𝑢(𝑋𝑢)) ∈ ℝ𝑛,

其中 𝜋为投影 𝒮 → 𝑀 .

此定义稍显复杂,我们可以逐步拆解理解. 首先 𝑢 ∈ 𝒮 即是 𝑢是底流形某一
点 𝑥上的标架,如前之所述这诱导了同构映照 ̂𝑢 ∶ ℝ𝑛 → T𝑥𝑀 . 而 d𝜋 把 𝒮 上的切
向量推为𝑀 上的切向量,最后通过 ̂𝑢−1变成一个普通的 ℝ𝑛中的向量.

补充以下些许定义,意在指出重言形式所具有的性质.

定义 2.5 设 𝑃 为一个𝐺-主丛且设 𝑉 为一个线性空间. 称形式𝜔 ∈ 𝛺𝑘(𝑃 , 𝑉 )
是水平的,若只要存在某个 𝑋𝑖 是竖直的则必有 𝜔(𝑋1, ..., 𝑋𝑘) = 0,特别地,称形式

𝜔 ∈ 𝛺1(𝑃 , 𝑉 )是严格水平的,若任取 𝑢 ∈ 𝑃 ,有 Ker𝜔𝑢恰为某一竖直子空间.

定义 2.6 记号 𝑃 和 𝑉 同上且额外考虑 𝜌是 𝐺的一个 𝑉 -表示,则称形式 𝜔
是 𝜌 -不变的,若 𝑅∗

𝑔(𝜔) = 𝜌(𝑔−1) ∘ 𝜔,其中 𝑅𝑔 为右乘 𝑔的作用. 不引起歧义或表示

没有特殊记号时也直接称之为 𝐺-不变.

易见重言形式是严格水平且 𝐺-不变的,这里的表示是 𝐺 作为 GL(𝑛)的子群
自然诱导的表示. 下一命题将指明重言形式几乎代表了 𝐺-结构本身.

命题 2.5 给定 𝐺 ⊂ GL(𝑛)为一个闭子群,设 𝑃 为𝑀 上的一个 𝐺-主丛,则有

如下两条等价陈述:

(i) 主丛 𝑃 可视为𝑀 上的一个 𝐺-结构;

(ii) 存在一个严格水平且 𝐺-不变的 1-形式 𝜃 ∈ 𝛺1(𝑃 , ℝ𝑛). 当本条成立时,形式

𝜃可以通过选取恰当的嵌入 𝑃 ↪ Fr(𝑀)成为对应的 𝐺-结构的重言形式.

通过这一个又一个命题实际上允许人们逐渐可以离开原始的 𝐺-结构的定义
去研究 𝐺-结构了, 如研究投影映照的截面或在主丛语境中使用重言形式——此
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处仅为举例,后续行文将展示其方便之处与必要之处. 现在来补全作为微分几何

不可或缺的最后一块拼图,即联络及其生发出来的曲率和挠率. 当然,直接使用主

丛的联络以便不必从头起述.

定义 2.7 称 𝑛维流形𝑀 上一个联络 ∇与 𝐺-结构 𝒮 相适应,若其诱导的标

架丛上的联络 𝜔 ∈ 𝛺1(Fr(𝑀), 𝔤𝔩(𝑛))限制在 𝒮 上有 𝜔|𝒮 ∈ 𝛺1(𝒮, 𝔤).
观点的丰富化后允许兼有切丛 (向量丛)和主丛两种并行的表述,但实际上主

丛的知识指明这一切流程之间不仅等价而且可以互相转化. 故此处不妨选用切丛

的表述来给出曲率和挠率的定义,并最终得到著名的 Cartan结构方程.

定义 2.8 联络 ∇的曲率张量定义为 𝐾∇ = ∇𝑋∇𝑌 − ∇𝑌 ∇𝑋 − ∇[𝑋,𝑌 ],易见有

𝐾∇ ∈ 𝛺2(𝑀,End(T𝑀)). 联络 ∇的挠率张量定义为 𝑇∇(𝑋, 𝑌 ) = ∇𝑋(𝑌 ) − ∇𝑌 (𝑋) −
[𝑋, 𝑌 ],易见 𝑇∇ ∈ 𝛺2(𝑀,T𝑀).
曲率是与主丛相伴而生的定义,我们对之充分了解. 但挠率则是对切丛独有

的定义, 我们设想这也许与重言形式相关. 正如此言, 可用一种统一的观点理解:

由曲率的主丛定义,易见曲率是 d𝜔的水平部分,同样可谈道挠率是 d𝜃 的水平部
分,其中 𝜃是重言形式.

有了这些准备工作便有了如下的 Cartan结构方程.

命题 2.6 考虑 𝜔 ∈ 𝛺1(𝒮, 𝔤)是与 𝐺-结构 𝒮 相容的联络,形式 𝜃为 𝒮 的重言
形式. 则我们有如下两条方程

d𝜔 = 𝐾(𝜃 ∧ 𝜃) − 1
2[𝜔, 𝜔],

d𝜃 = 𝑇 (𝜃 ∧ 𝜃) + 𝜔 ∧ 𝜃.

其中 𝐾 与 𝑇 为联络 𝜔下的曲率与挠率.

显然这里应当给出一定的解释,尤其是关于 ∧等几个记号的复用. 通过作用

𝔤 × 𝑉 → 𝑉 可以上升到𝛺1(𝒮, 𝔤) × 𝛺1(𝒮, 𝑉 ) → 𝛺2(𝒮, 𝑉 )来给出 𝜔 ∧ 𝜃这一项的定
义,而在这里 𝑉 = ℝ𝑛 且 𝔤 ⊂ 𝔤𝔩(𝑛)为子 Lie代数,因此作用是自然的矩阵乘法. 凭

依此法,项 [𝜔, 𝜔]背后的是其本身的 Lie括号 𝔤 × 𝔤 → 𝔤,而曲率项和挠率项背后
则是更为复杂的三元组 Hom(𝛬2𝑉 , 𝑈) × 𝑉 × 𝑉 → 𝑈 ,其中 𝑈 或为 𝔤或为 𝑉 .

直到此处,对 𝐺-结构理论的大框架已经建立,下面将回去从曲率和挠率入手

研究可积性. 在前文所提对特殊的结构的可积性定理外,亦存在一个与曲率相关

的可积性定理: 记𝑀 为流形而 𝔤为 Lie代数,形式 𝜔 ∈ 𝛺1(𝑀, 𝔤)对应的曲率消
失则可实现为 𝐺 上 Maurer-Cartan联络的拉回. 这一结果可以推广到 𝐺-结构,在

Cartan结构方程的帮助下得到如下定理.
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定理 2.7 一个 𝐺-结构可积当且仅当存在与 𝐺-结构相容的平坦无挠联络.

为展示 Cartan结构方程之用,此处以简短有力的小段给出证明流程. 从左至

右通过良好书写局部平凡化,取Maurer-Cartan联络为最速手法. 选取符合定理右

部的联络 𝜔,代入 Cartan结构方程有

d𝜃 = 𝜔 ∧ 𝜃,

d𝜔 = 1
2[𝜔, 𝜔].

定义 �̃� = 𝔤 ⊕ 𝑉 及 �̃� = 𝐺 × 𝑉 ,取扩展的 Lie括号如斯

[(𝑔1, 𝑣1), (𝑔2, 𝑣2)] = ([𝑔1, 𝑔2], 𝑔1(𝑣2) − 𝑔2(𝑣1)),

其间已用 𝔤在 𝑉 的左作用. 定义 𝛺 = (𝜔, 𝜃)为 𝒮 上取值于 �̃�中的形式. 则此时上

述两条方程可以整合为

d𝛺 + 1
2[𝛺, 𝛺] = 0,

由上述可积性定理得局部微分同胚 𝒮 → �̃� = 𝐺 × 𝑉 并使得 𝛺是以此拉回而成的
Maurer-Cartan联络. 该映照有 𝐺-等变的良好性质,从而商掉群的作用得到底流形

局部上用 𝑉 表达的坐标卡且天然与 𝐺-结构相容.

引入 𝐺-结构的内禀挠率作为本节的结尾再合适不过, 兼顾下文的需求与本

节的首尾呼应. 定义映照 ∂ ∶ Hom(𝑉 , 𝔤) → Hom(𝛬2𝑉 , 𝑉 )为 ∂(𝑓)(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑢)(𝑣) −
𝑓(𝑣)(𝑢),其中 𝔤以左乘自然作用到 𝑉 上,与上述一致. 则此 Lie代数 𝔤的挠空间定
义为商空间 𝑇 (𝔤) = Hom(𝛬2𝑉 , 𝑉 )/Im∂. 给定一个联络 ∇后,通过把挠率 𝑇∇ 视为

𝒮 → Hom(𝛬2𝑉 , 𝑉 )的映照并复合商映射便得到 𝑇 ∶ 𝒮 → 𝑇 (𝔤),此即内禀挠率. 以

“内禀”为前置形容词旨在说明与联络之选取无关,为指定一 𝐺-结构真正的挠率.

遵循大部分文本的习惯,本节过后将直接以“挠率”唤之.

定理 2.8 如果 𝐺-结构 𝒮 是可积的,则其内禀挠率 𝑇 必消失.

很可惜,这个定理的逆并不总是成立. 但作为有趣的补充,发现常见的状况竟

均成立定理的逆: 对于复结构,内禀挠率恰是 Nijenhuis挠率张量;对于辛结构,内

禀挠率消失等价于辛形式是闭的——前者是 Newlander-Nirenberg定理而后者是

Darboux定理.

第二节 Holonomy群的定义与性质

在 Riemann流形上考虑平行移动是再自然不过的. 而所谓的 Holonomy群实

际上是考虑了闭合道路回到原点之后,平行移动把切向量转动了多少. 本节相对
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完备的参考资料源于 Joyce的千禧年著作 [3] ,内容面面俱到且不失必要的几何论

述. 但 Joyce对某些 Holonomy群的理论未作以充足的论述,故额外介绍 Salamon

的成书 [4]以为进一步的补充. 值得一提在于 Salamon充分介绍了 Lie群的表示论,

因而可凭依此书作为下一节内容的辅助.

定义 2.9 预定流形𝑀 与其上的联络 ∇ . 给定一基于 𝑥 ∈ 𝑀 的分片光滑回

路 𝛾 ∶ [0, 1] → 𝑀 ,则其上的平行移动诱导切空间 T𝑥𝑀 上的自同构,所有这样生

成的自同构全体构成 Hol𝑥(∇) ⊂ GL(T𝑥𝑀).
应当指出此定义并未直接说明 Hol𝑥(∇)是一个 (Lie)群,这一结果是由 Borel

和 Lichnerowicz首先证明的, 相关结果也可见诸原文 [5] . 而若底流形上两点 𝑥, 𝑦
之间有道路相连, 则在两点上的 Holonomy 群只相差共轭作用, 因此可以在底流

形连通时定义 Hol(∇),并注意这只在共轭意义下良好定义.

考察Holonomy群的结构本身时, Ambrose和 Singer的定理指出了此群的 Lie

代数可以被和曲率相关的资料生成,具体而言便是由集合

{𝐾𝑥(𝑋, 𝑌 )|𝑋, 𝑌 ∈ T𝑥𝑀}

生成. 直观而言, 就是切向量沿充分小的平行移动回路可以得到曲率, 同时也与

Holonomy的定义契合. 这是一个漂亮的定理,但本文后续中不会使用这个定理进

行具体的工作,因此暂时搁置. 如欲对此定理有进一步的探索,原文 [6]亦可因其简

短易读的益处作为参考材料.

视角回到更为具体的 Riemann流形,此时联络是由度规 𝑔诱导的存在且唯一
的 Levi-Civita联络,因而对 Holonomy群的记号将变换为 Hol(𝑔)以突出度规本身
和所选取的恰是 Levi-Civita联络.

人们考虑群 Hol𝑥(𝑔)可以自然作用到线性空间 T𝑥𝑀 上,是为群的表示,并且

完全可能是可约的表示——本文段以此为前提续写. 即假设存在表示的直和分解

T𝑥𝑀 = T′
𝑥𝑀 ⊕ T″

𝑥𝑀 ,此时也称𝑀 可约. 令 𝑥光滑变动得到一族切空间的直和
分解,满足 Frobenius可积性定理的条件且均对应于完全测地子流形. 因此𝑀 局

部上就是这两个子流形之积. 这一过程可以反复进行,直至所有表示均不可约. 总

之,将流形局部地分成了多个子流形之积. 这便是 de Rham首先证明的 Holonomy

约化定理 [7] ,整理并陈述如下.

定理 2.9 设𝑀 为单连通 Riemann流形,设 T𝑀 = T1𝑀 ⊕ ⋯ ⊕T𝑘𝑀 为切丛

作为𝑀 的 Holonomy群的表示的不可约直和分解,则流形𝑀 局部等距同构于积

流形 𝑉1 × ⋯ × 𝑉𝑘,其中 𝑉𝑖 是每个直和分量对应的积分子流形. 更甚,流形𝑀 的

10
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Holonomy群本身为诸积分子流形的 Holonomy群之积.

下面来到 1955年,人们得到了 Berger对不可约的非局部对称 (一常见等价条

件为 ∇𝐾 ≠ 0)的单连通 Riemann流形上可能有的 Holonomy群的完全分类 [8] .
表 2.1 Berger列表

Hol(𝑔) dim𝑀
SO(𝑛) 𝑛
U(𝑛) 2𝑛
SU(𝑛) 2𝑛
Sp(𝑛) 4𝑛

Sp(𝑛) ⋅ Sp(1) 4𝑛
G2 7

Spin(7) 8

人们对前五类的流形相对了解,如 Holonomy群为 SU(𝑛)的流形即大名鼎鼎
的 Calabi-Yau流形. 而本文要研究的则是第六类,即特殊的 G2对应的流形.

这一定理几乎可以说是纯代数的定理,原证明的思路渊源于 Ambrose-Singer

定理, 通过对曲率细致的刻画来分类所有可能的 Lie 代数, 进而得到所有可能的

Holonomy群. 这也留下了许多的问题: 由于这一证明的非构造性,使得人们仍然

想要构造一些例子来使自己信服. 同时,这一流程大多是必要条件而非充分,因而

应当保持对存在性的担心. 如曾经出现在表单上的 Spin(9)对应的流形实则只能
或局部等距同构于实 Cayley平面或局部平坦,不论如何均致使局部对称.

另一方面,对于 G2 和 Spin(7)两个群仍然棘手. 第一步由 Bryant迈出,通过

外微分系统的工具证明了局部的存在性,对此参阅原论文 [9]是极佳的. 仅在两年

后的论文 [10]中 Bryant和 Salamon便给出了以 G2和 Spin(7)为 Holonomy群的完

备流形的构造,如对于 G2 考虑了 𝑆3 上的秩为 4的 Spin丛,或自对偶 Einstein四

维流形𝑀4 上的反自对偶丛 𝛬2
−,其中对𝑀4 可以选取诸如 𝑆4 或 ℂℙ2 这些已在

Atiyah, Singer和 Hitchin在 1978年的论文 [11]中研究过的例子.

诚然这些东西都很值得一书, 然而已经完全超出了本文讨论的内容, 不得不

作罢. 本文的目标发生在上述一切之后,由 Joyce给出的以 G2 为 Holonomy群的

紧流形的构造. 后人如山海般的论文堆中仍然可出现一些本质上创新的构造法,

但核心的分析部分却是大同小异. 文章合为时而著,二十一世纪后几何流的尝试

涌现,如不少人试图以 Laplacian流入场. 本文选择保留原始的分析风味,初心无

改,体会 Joyce开创性的证明 [12] .

然对上述文段对群 G2 呼来唤去却一点不知未免落为笑话,故当务之急在于

对 G2有初步的了解,立刻进入下一节来实现这一目标.

11
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第三节 群 G2 的定义与性质

此群在许多表述中被称为八元数的自同构群,即 G2 = Aut(𝕆). 其表述固然优
美,然而并不适合较为分析的语境下,因此给出另一个定义.

在 ℝ7 上预定一个定向与标准度量 𝑔, 令 𝑦1, ⋯ , 𝑦7 是 (ℝ7)∗ 的定向的标准正

交基. 定义 ℝ7上的一个 3-形式

𝜑0 = 𝑦1 ∧ 𝑦2 ∧ 𝑦7 + 𝑦1 ∧ 𝑦3 ∧ 𝑦6 + 𝑦1 ∧ 𝑦4 ∧ 𝑦5 + 𝑦2 ∧ 𝑦3 ∧ 𝑦5

−𝑦2 ∧ 𝑦4 ∧ 𝑦6 + 𝑦3 ∧ 𝑦4 ∧ 𝑦7 + 𝑦5 ∧ 𝑦6 ∧ 𝑦7.

现在可以给出 G2的定义如下.

定义 2.10 群 G2为所有保持 𝜑0不变的自同构 {𝑔 ∈ GL(7)|𝑔∗(𝜑0) = 𝜑0}.
由此也可以还原出其上的内积,即

1
6(𝜄𝑥𝜑0)∧(𝚤𝑧𝜑0) ∧ 𝜑0 = 𝑔(𝑥, 𝑧)d𝜇,

其中 d𝜇为标准的体积形式,以 𝚤表示形式被切向量缩并. 该群丰富的基本性质直

接罗列如下而不加以琐碎的证明,如有必要,由 Bryant所著的长文 [9]可视为良好

的辅助材料,尤其是代数级别的性质详尽备至.

命题 2.10 对群 G2有如下诸性质成立:

· 群 G2为 GL(7)的一个 14维 Lie子群;

· 群 G2为紧致连通且单连通的半单 Lie群;

· 形式 𝜑0的 GL(7)-轨道在 3-形式中是开的,且微分同胚于 GL(7)/G2;

· 群 G2对 ℝ7和 𝔤2的典范作用均是不可约的.

这里我们逐渐开始去理解 G2 的表示,尤其关心几个 𝑛-形式丛的不可约表示
分解,这将最终展示为某个算子的线性化信息. 在此之前,把以上内容推广到流形

上是必要的准备工作.

延续命题2.3的思路, 首先逐点进行良好定义, 再使用截面推广到流形上. 对

于平直的 ℝ7,称呼 𝜑0 的 GL(7)-轨道为 𝛬3
+ℝ7. 则对于 𝑋 为一个可定向 7维流形,

同样定义 𝛬3
+𝑋 为 𝛬3T∗𝑋 的子集,即底流形 𝑋 逐点上的纤维为 𝛬3

+T
∗
𝑥𝑋. 则上述

命题告诉我们这是一个开子集,且任一截面定义了一个 𝑋 上的 G2-结构.

同时知晓 𝑔 可以被 𝜑0 还原,流形上亦凭依此法,通过选定一个 𝜑 ∈ 𝛬3
+𝑋,得

到整个流形上的度规 𝑔,进而获得 Hodge-∗算子. 则对于平直空间,可以类似地定

义 ∗𝜑0的 GL(7)-轨道为 𝛬4
+ℝ7,为 𝛬4(ℝ7)∗中的开集且同样微分同胚于 GL(7)/G2.

凭依此法,对 𝛬4
+𝑋 的定义完全一致. 因此也得到了微分同胚 𝛩 ∶ 𝛬3

+𝑋 → 𝛬4
+𝑋.

12
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具体来说,对于任取的 𝜎 ∈ 𝛬3
+𝑋诱导了一个Hodge-∗算子,记为 ∗𝜎 ,以下标强调 ∗

对 𝜎 的依赖. 则 𝛩(𝜎) = ∗𝜎𝜎. 注意对于不同的截面并不一定诱导同样的 Hodge-∗
算子, 因此映照 𝛩 并没有良好的线性性. 然有舍有得, 这样的定义保证了算子 𝛩
的 GL(7)-等变性,或以代数学家更喜好的语言称为表示间的同态.

有了上述引入的 Hodge-∗算子,可以把 𝑘-形式丛与 (7 − 𝑘)-形式丛在表示的
意义上等同起来. 为了一定程度上理解 G2 的表示而不过于深入整套 Lie代数表

示论,点到为止,此处将以较为粗糙的形式给出诸丛的不可约分解.

任取 𝑥 ∈ 𝑋. 对于 𝛬1(T∗
𝑥𝑋),作为表示同构到 T𝑥𝑋 本身,是已经知悉的不可

约表示. 对于 2-形式丛,一个观察在于维数恰为 7 + 14维,实际上易见一个 7维子
表示 {𝚤𝑒𝜑|𝑒 ∈ T𝑥𝑋},而 14维子表示是映照 𝜓 ↦ 𝜓 ∧ ∗𝜑的核空间,同构于 𝔤2.

现在转向对 𝛬3 的分析, 以考虑满射 End(T𝑥𝑋) → 𝛬3(T∗
𝑥𝑋) 开始. 此映照为

GL(T𝑥𝑋)作用到 𝜑上的线性化,其核空间正是 𝔤2. 如下经典的表示的同构

End(T𝑥𝑋) ≃ T𝑥𝑋 ⊗ T∗
𝑥𝑋 ≃ T∗

𝑥𝑋 ⊗ T∗
𝑥𝑋 ≃ 𝛬2(T∗

𝑥𝑋) ⊕ S2(T∗
𝑥𝑋),

辅以关于 𝛬2(T∗
𝑥𝑋)了然于心的不可约表示分解,两边商去 𝔤2 后得到 𝛬3(T∗

𝑥𝑋) ≃
T𝑥𝑋 ⊕ S2(T∗

𝑥𝑋). 对于 S2(T∗
𝑥𝑋), 有一个平凡的分量是内积乘上一个系数, 沿同

构追溯回去便是 𝜑 本身乘上一个系数; 可以证明剩下的无迹部分 S2
0(T∗

𝑥𝑋) 是一
个 27 维的不可约表示. 综上所述, 不可约表示的分解可形式地写为 𝛬3(T∗

𝑥𝑋) ≃
ℝ ⊕ T𝑥𝑋 ⊕ S2

0(T∗
𝑥𝑋).

将以上内容整理为如下命题,并引入新记号.

命题 2.11 设 𝑋 是一个定向的 7-流形,通过给定的 3-形式 𝜑定义了 𝑋 上的
G2-结构与度规 𝑔 和度规诱导的 Hodge-∗算子. 则丛 𝛬𝑘T∗𝑋 如同下文列举般,正

交地分裂为一些不可约 G2-表示的分量:

(i) 丛 𝛬1T∗𝑋 = 𝛬1
7而丛 𝛬6T∗𝑋 = 𝛬6

7;

(ii) 丛 𝛬2T∗𝑋 = 𝛬2
7 ⊕ 𝛬2

14而丛 𝛬5T∗𝑋 = 𝛬5
7 ⊕ 𝛬5

14;

(iii) 丛 𝛬3T∗𝑋 = 𝛬3
1 ⊕ 𝛬3

7 ⊕ 𝛬3
27而丛 𝛬4T∗𝑋 = 𝛬4

1 ⊕ 𝛬4
7 ⊕ 𝛬4

27.

其中 𝛬𝑘
𝑙 ⊂ 𝛬𝑘T∗𝑋 的下标 𝑙表示其纤维的维数,而 ∗算子给出了 𝛬𝑘

𝑙 和 𝛬7−𝑘
𝑙 之间

的等距同构.

承接此命题,定义 𝜋𝑙 表示到 𝑙维不可约子表示的正交投影,由于对于某个给

定的 𝛬𝑘 里面的不可约表示维数均不同,因而此处进行一取巧而不标注 𝑘.但此命
题只保留了前面大段论述中的维数信息,为了一定程度上保留每个子空间构造出

来的方式,给出一个计算性的命题.
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命题 2.12 对于 G2-结构 𝜑 ∈ 𝛤 (𝛬3
+𝑋),记其诱导的 Hodge-∗算子为 ∗,以及

诸 𝛬𝑘
𝑙 如上. 则存在唯一 𝜏0 ∈ 𝐶∞(𝑋), 𝜏1 ∈ 𝛺1(𝑋), 𝜏2 ∈ 𝛤 (𝛬2

14), 𝜏3 ∈ 𝛤 (𝛬3
27),使得

如下二等式成立:
d𝜑 = 𝜏0 ∗ 𝜑 + 3𝜏1 ∧ 𝜑 + ∗𝜏3,

d ∗ 𝜑 = 4𝜏1 ∧ ∗𝜑 + 𝜏2 ∧ 𝜑.

无他, 不过是按照各 𝛬𝑘
𝑙 的构造写出来而已. 唯一的非平凡之处在于两式中

均出现了 𝜏1,这只需代入恒等式 (∗d𝜑) ∧ 𝜑 + (∗d ∗ 𝜑) ∧ (∗𝜑) = 0即可验证. 立刻写

下一个将来会使用的推论.

推论 2.13 设 𝜑 ∈ 𝛤 (𝛬3
+𝑋),若 d𝜑 = 0,则 d ∗ 𝜑 ∈ 𝛤 (𝛬5

14).
至此,对 G2的性质有了一定程度上的了解,正当回到 Holonomy群这一主题.

首先若 Lie群𝐻 是 Riemann流形 (𝑀, 𝑔)的 Holonomy群,则 𝑔的 Levi-Civita

联络 ∇必然保持𝑀 上的 𝐻-结构,换言之,即是 𝐻-结构的无挠联络——直观上,

挠率描述了沿平行移动时纤维的扭曲,我们应当保持变化的程度还在𝐻 中. 以上

直观的文字仍有些许无力,以如下引自 Joyce书 [3]中的命题明之.

命题 2.14 设 (𝑀, 𝑔)是 𝑛维Riemann流形,群𝐻是O(𝑛)的 Lie子群. 则𝑀上
存在无挠𝐻-结构当且仅当Hol(𝑔) ⊂ 𝐻 . 更具体而言,固定一个𝑀 上的O(𝑛)-结构
𝑃 ,则有,所有包含于 𝑃 中的无挠𝐻-结构与𝐻-齐性空间 {𝐴 ∈ O(𝑛)|𝐴−1Hol(𝑔)𝐴 ⊂
𝐻}之间的一一对应.

此处讨论时使用 O(𝑛)的原因仅仅是因为已经是 Riemann流形, 目的不过是

选取的大结构至少保持 Riemann度量.

回到 G2的语境中,截面 𝜑 ∈ 𝛤 (𝛬3
+𝑋)的选取决定 𝑋 上的 G2-结构,度规 𝑔由

截面 𝜑诱导. 要求无挠实为对 𝜑提条件. 计算指出挠率完全取决于命题2.12中的

诸 𝜏𝑖,故无挠即方程组 d𝜑 = d ∗ 𝜑 = 0. 仅作确认,此处把挠率 𝑇 写出来:

𝑇 = 𝜏0
4 𝑔 − 𝚤𝜏#

1
𝜑 − ̄𝜏3 − 1

2𝜏2,

其中 ̄𝜏3是 𝜏3从 𝛬3
27沿表示的同构回到 S2

0(T∗𝑋)中对应的元素,而 𝜏#
1 是通过 𝑔提

供的指标升降从 1-形式 (余切向量场)变成切向量场. 对挠率的具体计算推荐见

诸 Karigiannis的论文 [13] ,大量强硬的指标计算一力降十会.

时刻注意书写的 ∗算子是取决于 𝑔,进而依赖于 𝜑的,这总会导致方程的非

线性性. 不论如何,以上内容暂时可以总结道: 当 d𝜑 = d ∗ 𝜑 = 0成立时,此流形

的 Holonomy群必然包含于 G2中.

然由于 Berger列表的存在,一个七维流形并没有太多的 Holonomy群的选择.
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易见在群 G2里能取到的子群至大也只能是 SU(3),但不论 SU(3)或其子群作为七
维流形的 Holonomy群都将迫使流形的可约. 依此观察, 下面的引理将告诉我们

一个简单的单连通性即可令其 Holonomy群恰为 G2.

引理 2.15 设 𝑋 是连通且单连通的 7维紧流形,其上存在一个无挠的 G2-结

构. 设 𝑔是此 G2-结构诱导的度规,则 Hol(𝑔) = G2.

证明 由上述的讨论已经知晓了必有 Hol(𝑔) ⊂ G2, 由 Bonan定理知这迫使

了流形的 Ricci平坦性.固定任取的 𝑥 ∈ 𝑋. 本证明的核心在于说明 Hol(𝑔)作用到
T𝑥𝑋 上是不可约的,由此可根据 Berger列表结束论证.

若不然,由 de Rham的 Holonomy约化定理知,存在两个 Ricci平坦的 (𝑋1, 𝑔1)
和 (𝑋2, 𝑔2)使得 𝑋 = 𝑋1 × 𝑋2且 𝑔 = 𝑔1 × 𝑔2. 总可以假设有 0 < dim𝑋1 ⩽ 3,则这
迫使 𝑋1 是平坦的. 但不高于 3维的单连通紧流形只有如 𝑆3 的典范几例,均无法

携带平坦度量,此矛盾明所欲证. ∎

证明中提及的 Bonan 定理 [14]来自于 Holonomy 群的存在对曲率的约束, 某

种意义上可以视为 Ambrose-Singer定理的反向定理. 更一般而言,对于一个以 𝐻
为 Holonomy群的流形 𝑋,曲率的取值会被限制于 S2𝔥 ⊂ 𝛬2(T∗𝑋) ⊗ 𝛬2(T∗𝑋).
本节的全部内容力求理解最终要证明的内容不过是流形上一个非线性方程

组的解的存在性. 为达成这一目的,除巧妙地构造流形外也应承担估计的任务,准

备一定的分析工具是有裨益的.

第四节 流形上的分析工具

本节的标题为彻底的虚张声势,不过只想把在欧氏空间中的结论转移到流形

上罢了. 总设 𝐸 → 𝑋 是一个向量丛,带有度量 𝑔 及保持度量的联络 ∇. 记号 𝑣或
携带下标的 𝑣𝑖 总代表截面. 由于本节中真正的内容见于诸分析学课程中,因而行

文中只有堆砌的定义, 这样的滞重与思路的轻快难两全, 只得倾向于快速明晰主

干内容. 至于本节中真正扎实的分析内容可参考任一优良的教材, 如例取 Taylor

的偏微分方程三部曲之首 [15] .

定义 𝐿2(𝑋, 𝐸)为所有局部可积且整体平方可积的截面全体. 这里 𝐸 上逐纤
维的内积结构抬升到了 𝐿2(𝑋, 𝐸)的内积结构,即

⟨𝑣1, 𝑣2⟩ = ∫𝑋
𝑔(𝑣1, 𝑣2)d𝜇.

此外,当 𝑋 的紧性存在时,这将准许分部积分的操作,即 ⟨d𝜒, 𝜉⟩ = ⟨𝜒, d∗𝜉⟩,此处
15
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𝜒 是 𝑋上的 𝑘-形式而 𝜉是 (𝑘 + 1)-形式,不过是选取了 𝐸 = 𝛬𝑘+1(T∗𝑋). 另外算子
d∗ 由 ∗诱导,负号的有无从来并非本质而只是约定问题,此处为了分部积分公式

形式上的优美选择将负号内置到 d∗中.

下面来定义𝐶𝑛,𝛼-范数. 首先是𝐶𝑛,可以简单定义为 ‖𝑣‖𝐶𝑛 = ∑𝑛
𝑗=0 sup𝑋 |∇𝑗𝑣|.

对于 Hölder的部分 𝐶0,𝛼首当其冲,更具体来说从定义函数的 𝐶0,𝛼的范数开始,尔

后再考虑向量丛的截面. 为方便设 𝑋 连通, 则任取 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 两点的距离 𝑑(𝑥, 𝑦)
良好定义. 如欧氏空间一样,称函数 𝑓 为 𝛼-Hölder连续的,若

[𝑓 ]𝛼 = sup
𝑥≠𝑦

|𝑓 (𝑥) − 𝑓(𝑦)|
𝑑(𝑥, 𝑦)𝛼

为一有限数. 则自然有 ‖𝑓‖𝐶0,𝛼 = ‖𝑓‖𝐶0 + [𝑓]𝛼.

对于向量丛的截面有一个问题是 𝑣(𝑥)和 𝑣(𝑦)并不是同一个向量空间中的元
素,无法直接进行运算;这里只能依靠平行移动把两个向量推到一起,对指定路径

成为必需. 令 𝐹 为全体 𝛾 ∶ [0, 1] → 𝐸 使得 𝛾 的像是 𝐸 中测地线,凭依上文有

[𝑣]𝛼 = sup
𝛾∈𝐹

|𝑣(𝛾(0)) − 𝑣(𝛾(1))|
𝑙(𝛾)𝛼 ,

其中 𝑙 为长度函数,分子表征通过沿 𝛾 的平行移动到同一纤维中计算,由于 ∇保
持度量故而保证良好定义. 综之定义 ‖𝑣‖𝐶𝑛,𝛼 = ‖𝑣‖𝐶𝑛 + [∇𝑛𝑣]𝛼,取 𝐶𝑛,𝛼(𝑋, 𝐸)为使
得 𝐶𝑛,𝛼-范数有界的全体,是为 Banach空间. 当 𝑋 不引发混淆时也记作 𝐶𝑛,𝛼(𝐸).
把以上这些分析中的常用工具搬到流形上之后,大部分结论也都可以随之带

来. 如利用 Hölder不等式容易制造插值不等式,此处同样写出一道

[𝑣]𝛼 ⩽ (2‖𝑣‖𝐶0)1−𝛼‖∇𝑣‖𝛼
𝐶0 .

重头戏是在线性椭圆算子的正则性提升,比如设 𝑃 为一 𝑙阶线性椭圆算子且方程
𝑃 (𝑣) = 𝑤中 𝑤 ∈ 𝐶𝑘,𝛼,则大部分时候可以有 𝑣 ∈ 𝐶𝑘+𝑙,𝛼 这样的好结果. 在流形上,

重述为如下命题.

命题 2.16 设 𝑋是紧 Riemann流形,其上有两个同秩的向量丛 𝐸和 𝐹 ,算子
𝑃 为此二丛间的 𝑙阶光滑线性椭圆算子. 任取非负整数 𝑘和 𝛼 ∈ (0, 1). 则 𝑃 可视
为 𝐶𝑘+𝑙,𝛼(𝑋, 𝐸) → 𝐶𝑘,𝛼(𝑋, 𝐹 )的映照,且核空间有限维. 设方程 𝑃 (𝑣) = 𝑤在弱意
义下成立,即 𝑣和 𝑤均只有 𝐿2. 则存在正则性提升: 若 𝑤 ∈ 𝐶∞ 可有 𝑣 ∈ 𝐶∞,若

𝑤 ∈ 𝐶𝑘,𝛼 可有 𝑣 ∈ 𝐶𝑘+𝑙,𝛼;且有 Schauder估计

‖𝑣‖𝐶𝑘+𝑙,𝛼 ⩽ 𝐶(‖𝑤‖𝐶𝑘,𝛼 + ‖𝑣‖𝐿2),

16
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其中常数 𝐶 只取决于 𝑃 , 𝑘, 𝛼 等算子和空间的信息. 特别指出,若 𝑣在 𝐿2-意义下

垂直于 Ker𝑃 ,则 Schauder估计中可以通过调节 𝐶 去掉 𝑣的 𝐿2-范数.

对于 𝑃 的系数只有 Hölder连续而非光滑时也有一个类似的命题如下.

命题 2.17 诸 𝑋, 𝐸, 𝐹 等设定同上命题,但 𝑃 为二阶线性椭圆算子且系数为
𝐶𝑘,𝛼 的. 则方程 𝑃 (𝑣) = 𝑤中若 𝑤 ∈ 𝐶𝑘,𝛼,那么可以有 𝑣 ∈ 𝐶𝑘+2,𝛼 的正则性提升.

流形上的分析工具最终会帮助我们证明形变 G2-结构的无挠性,但分析对几

何并非总是完美. 为了实现对流形的构造,还有必要介绍一些已为人们相对透彻

研究的几何对象. 维数的等式 7 = 4 + 3给予一定的启发: 具体研究时关注 4维部
分的详细性质而让 3维的部分尽量简洁,如 𝑇 3 这样较为平凡但经典的几何对象,

兼具平坦和紧等优良性质. 前置知识一章的行文即将结束,现由最后一节来介绍

对 4维部分的处理会参考的特殊流形.

第五节 Eguchi-Hanson空间与 Kummer构造

这一节的目标实为通过介绍对 K3曲面的 Kummer构造,来引出后文中对以

G2 为 Holonomy群的流形的构造. 此处提及的 K3曲面可以认为是某种意义上唯

一非平凡的紧四维HyperKähler流形,其Holonomy群为 SU(2). 而所谓的Kummer

构造便是一种制造这样的曲面的技术,并且可用分析的工具证明其上以通过形变

的方式实现一个以 SU(2)为 Holonomy群的度量.

Kähler 流形上存在复结构和度量结构且两者间相容并满足一定的条件. 而

Calabi引入的 HyperKähler流形在度量结构之外存在三个特定的复结构, 三者之

间满足四元数关系或者说两两反交换. 由是观之, HyperKähler流形应当与四元数

ℍ强烈相关. 诚然这是一个极好的切入点,对HyperKähler流形人们有相当丰富的

观点. 但为保持行文连贯不必引入这样的间奏,故而用一种与本文关系相对较大

的方式来考虑,而非去过度剖析四元数的理论.

定义 2.11 四维流形 𝑋 上的 HyperKähler结构是一个三元组 (𝜔1, 𝜔2, 𝜔3),其
中诸 𝜔𝑖是 𝑋 上的光滑闭 2-形式,且对 𝑋 中任一点 𝑥它们可以写为

𝜔1 =𝑦1 ∧ 𝑦4 + 𝑦2 ∧ 𝑦3,

𝜔2 =𝑦1 ∧ 𝑦3 − 𝑦2 ∧ 𝑦4,

𝜔3 =𝑦1 ∧ 𝑦2 + 𝑦3 ∧ 𝑦4,

其中 (𝑦1, ⋯ , 𝑦4)是 T∗
𝑥𝑋 的定向基.

这一定义乍见无奇,但若我们回到前面关于群 G2定义时所用的 3-形式,立刻
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发现有如此等式将 𝜑和 (𝜔1, 𝜔2, 𝜔3)建立关系:

𝜑 = 𝜔1 ∧ 𝑦5 + 𝜔2 ∧ 𝑦6 + 𝜔3 ∧ 𝑦7 + 𝑦5 ∧ 𝑦6 ∧ 𝑦7.

可见前面四个坐标和后面三个坐标在某种意义上被剥离开来了,和上一节末尾提

及的 7 = 4 + 3的想法一致,将来也确实会通过调节和估计诸 𝜔𝑖来影响 𝜑.
四元数 ℍ配合欧氏度量提供了一个平凡的例子,而第一个非平凡的例子来自

于物理学家 Eguchi和 Hanson研究广义相对论所得,具体内容详见于原论文 [16] .

他们所探索的称之为自对偶欧氏引力,满足 Einstein场方程的同时在物理上还要

求无穷远渐近平坦. 其结果完全可以如同其他广义相对论的空间一样写出度规然

后计算所有相关的量. 然这非物理学的文本,选用相对数学的方式来刻画更为直

接与切中要害.

从 ℂ2 出发,这里直接配备复坐标. 定义 −id为反射 (𝑧1, 𝑧2) ↦ (−𝑧1, −𝑧2),考
虑商空间 ℂ2/⟨−id⟩. 此时 (0, 0)成为一个奇点,要执行 Blow-up来消去: 通过计算

转移函数可知 Blow-up后的流形 𝑋 就是 ℂℙ1 上的线丛 𝒪(−2), 即双全纯同构于
余切丛 T∗ℂℙ1.

形式 d𝑧1 ∧ d𝑧2 显见可以在商空间 ℂ2/⟨−id⟩上良好定义,因而允许提升到 𝑋
上. 则 HyperKähler结构定义中的两个闭形式 𝜔2和 𝜔3通过 𝜔2 + 𝑖𝜔3 = d𝑧1 ∧ d𝑧2

定义. 凭依此理,函数 𝑢 = |𝑧1|2 + |𝑧2|2 也同样因为可以定义在商空间上从而提升

到 𝑋 上. 暂取正实数 𝑡固定,定义 𝑋 上的函数 𝑓 为

𝑓 = √𝑢2 + 𝑡4 + 𝑡2 log 𝑢 − 𝑡2 log(√𝑢2 + 𝑡4 + 𝑡2).

以此作 Kähler势,定义

𝜔1 = 𝑖
2∂ ̄∂𝑓 .

可以验证 (𝜔1, 𝜔2, 𝜔3)定义了 𝑋 上的 HyperKähler结构.

繁杂但不困难的计算可以说明 𝑋 上的度量 𝑔𝑡 在无穷远处的行为约是 𝑔0 +
𝑂(𝑡4𝑢−2),其中 𝑔0是原本 ℂ2上的平坦度量,也对应于 𝑡 = 0时的 𝑔𝑡: 这便是所谓的

无穷远渐近平坦. 同时可计算得,诸 𝜔𝑖与平坦时也只相差 𝑂(𝑡4𝑢−2).
现在来介绍 Kummer构造本身. 其起手是四维环面 𝑇 4, 视为 ℂ2/ℤ4. 定义其

上的反射 𝜎 为坐标取相反数,即 (𝑧1, 𝑧2) ↦ (−𝑧1, −𝑧2). 易见 𝜎 有 16个不动点,这

些不动点在商完后会变成奇点. 可以注意到,这些奇点在 𝑇 4/⟨𝜎⟩中的境况和 0在
ℂ2/⟨−id⟩中是一样的.
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记 𝑌 为 𝑇 4/⟨𝜎⟩ 的 Blow-up. 由上文知道这些原先的奇点附近将类似于

Eguchi-Hanson空间,或如大部分著作一样宣称为把 𝑌 视为 𝑇 4/⟨𝜎⟩被粘上了 16份
𝑋. 大致把 𝑌 上的结构以类似的语言道来: 离奇点较远的部分可以使用 𝑇 4 原本

的平坦 HyperKähler结构,而奇点附近用以 Eguchi-Hanson空间上的 HyperKähler

结构,欠缺的是两者的衔接. 通过对自然语言中较远区域和附近区域的良好划分,

以及 Eguchi-Hanson空间本身无穷远渐近平坦的性质,可令衔接区域两个边缘的

诸 𝜔𝑖只相差 𝑂(𝑡4). 强力的分析工具由此介入,可以证明当 𝑡充分小时挠率也充分
小,从而形变到无挠 SU(2)-结构.

正文部分将几乎复刻这一流程,但所有细节都会被一一展示.
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第三章 流形的构造

第一节 构造流程的介绍

本章的全部精神都在 Kummer 构造中完全展示了, 现在不过是对细节的展

示. 与上一节的内容共读, 两相对比, 可见即便是创新也无法造出真正的空中楼

阁,总有可以回归历史的一部分,也同时凸显核心部分的熠熠生辉.

考虑的空间是 𝑇 7商去一个 SO(7)的有限子群 𝛤 ≅ (ℤ/2ℤ)3的商空间. 一般而

言这并不一定是一个流形,因而要执行 Blow-up操作来去除奇点. 具体来说 𝑇 7/𝛤
的奇点都是一些 𝑇 3 而奇点周围形如 𝑇 3 × (𝐵4/⟨−id⟩). 此后把 Blow-up得到的流

形划分为三区: 在良好的部分赋予自然且固定的 G2-结构,或平坦或典范;在过渡

区域给予一族以 𝑡为参数的 G2 -结构,且满足 d𝜑𝑡 = 0和 d ∗ 𝜑𝑡 = 𝑂(𝑡4).
然而以代数几何的立场衡量,必须承认 Kummer构造与这一构造有本质的不

同. 关乎代数几何的抓手——复结构,并不存在于 G2 相关的整体性问题中. 代数

和分析的合流在别处大获成功,然而此处的分析不得不独自承担推动证明前进的

任务,也许不过再多一点表示论.

第二节 𝑇 7 上的有限群作用

视 𝑇 7 为 ℝ7/ℤ7 并赋予坐标 (𝑥1, ⋯ , 𝑥7) ,并且每个 𝑥𝑖 取值在 ℝ/ℤ中. 构造如

下三个具体的作用:

𝛼((𝑥1, ⋯ , 𝑥7)) = (−𝑥1, −𝑥2, −𝑥3, −𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7),

𝛽((𝑥1, ⋯ , 𝑥7)) = (−𝑥1, 1
2 − 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, −𝑥5, −𝑥6, 𝑥7),

𝛾((𝑥1, ⋯ , 𝑥7)) = (1
2 − 𝑥1, 𝑥2, 1

2 − 𝑥3, 𝑥4, −𝑥5, 𝑥6, −𝑥7).

在 𝑇 7 上取典范定义的 �̂� ∈ 𝛬3
+𝑇 7, 对符号精准的选取使得这三个作用均保持 �̂�

不动. 同时它们之间两两交换,任一作用两次之后均为 id. 由此

𝛤 = ⟨𝛼, 𝛽, 𝛾⟩ ≅ (ℤ/2ℤ)3

保持 𝑇 7上典范的平坦 G2-结构 �̂�.
记 𝑆 为 𝑇 7/𝛤 之奇点集合,本节的目标是为刻画之.

引理 3.1 群 𝛤 的元素 𝛼𝛽, 𝛽𝛾, 𝛾𝛼 与 𝛼𝛽𝛾 均无不动点. 而 𝛤 中的 𝛼, 𝛽 和 𝛾 任
一一者在 𝑇 7 上的不动点是 16份 𝑇 3,且剩下两个元素生成的子群总可以自由作
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用到这 16个 𝑇 3上.

证明 本引理的证明无非计算. 元素 𝛼 必定平移 𝑥2-坐标,因而无不动点. 同

凭此理,余下的 𝛽𝛾 平移了 𝑥1-坐标,而 𝛾𝛼和 𝛼𝛽𝛾 均平移了 𝑥3-坐标.

下一部分的证明以 𝛼 为样板, 余下为平凡的类推. 由定义见 𝛼 不变动 𝑥5, 𝑥6

及 𝑥7,而其不动点的前四个坐标独立地可以选取 0或 1/2,故而有 16种选择,对应

于 16份 𝑇 3. 考察 ⟨𝛽, 𝛾⟩对这堆 𝑇 3 的作用. 易见 𝛽 的作用保持除 𝑥2 外的坐标,将

𝑥2推动 1/2;而 𝛾 仅将 𝑥1和 𝑥3推动 1/2. 总之,作用的自由性可以保证. ∎

可以见到如斯具体的引理完全取决于诸作用精巧的选取,任一系数的改变都

难达成如今的效果. 但另一方面,仅仅此部分也并非困难到如同天赐. 其核心思想

仍然是前文中的作维数的分解,使得不动点恰好形如 𝑇 3或诸多 𝑇 3且不动点的邻

域形如 𝑇 3 × (𝐵4/⟨−id⟩). 至于这些数字的取值并非绝对,诸如 16这样的数字不会
改变真正的分析. 此处以定义推广的 Kummer构造明之.

定义 3.1 四元组 (𝑛, 𝛤 , 𝑀, 𝜋)称为推广的 Kummer构造, 若: 群 𝛤 是 SO(𝑛)
的有限子群,作用于 𝑇 𝑛 上,存有商空间 𝑇 7/𝛤 的奇点集 𝑆; 映照 𝜋 为 𝑛维紧流形
𝑀 到 𝑇 𝑛/𝛤 的连续满映射,在 𝑆 ⊂ 𝑇 𝑛/𝛤 之外具有光滑性,在 𝜋−1(𝑀\𝑆)上是单射,

而 𝜋−1(𝑆)为𝑀 中有限个紧子流形之并,且额外要求对任取 𝑠 ∈ 𝑆,原像 𝜋−1({𝑠})
为有限个连通单连通的紧子流形之并.

本节以完全刻画 𝑆 的命题结束,不作过多评述.

命题 3.2 商 𝑇 7/𝛤 的奇点集 𝑆 为不交的 12份 𝑇 3;存在一 𝑆 的开邻域 𝑈 ,使

得其 12个连通分支均等距同构于 𝑇 3 × (𝐵4
𝑟 /⟨−id⟩),其中 𝑟为一固定正实数.

证明 所谓奇点集 𝑆 不过 𝑇 7在 𝛤 作用下不动点通过商映射的像. 上述引理

告知 𝛤 可以产生 48份 𝑇 3 的不动点,且显见不交. 任一 𝑇 3 可与额外 3份互相迁
动,即该 4份 𝑇 3的像会映至单个 𝑇 3,共 12份 𝑇 3.

另一方面,原 𝛤 在 𝑇 7 上作用的不动点,除去 𝑇 3 的部分后坐标的取值被严格

限制于 {0, 1/4, 1/2, 3/4}中. 例取 𝑟 = 1/9从而诸不动点形如 𝑇 3 × 𝐵4
𝑟 的邻域在 𝑇 7

中不交. 任取一被 𝛼 固定的 𝑇 3 观察,余下坐标的 𝛼-作用均出现负号,故商映射下

邻域变为 𝑇 3 × (𝐵4
𝑟 /⟨−id⟩). 将 𝛼更替为 𝛽 或 𝛾 亦有此言,明所欲证. ∎
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第三节 流形𝑀 与一族 G2-结构的定义

回忆道 𝑇 7上平坦 G2-结构可以由

�̂� = �̂�1 ∧ 𝛿1 + �̂�2 ∧ 𝛿2 + �̂�3 ∧ 𝛿3 + 𝛿1 ∧ 𝛿2 ∧ 𝛿3

定义,其中诸 𝛿𝑖 是常正交余切向量场,诸 �̂�𝑖 仿定义2.11所写. 由于无挠的方程组

涉及 Hodge ∗-算子,因此还当给出下式

∗�̂� = �̂�1 ∧ 𝛿2 ∧ 𝛿3 + �̂�2 ∧ 𝛿3 ∧ 𝛿1 + �̂�3 ∧ 𝛿1 ∧ 𝛿2 + 1
2�̂�1 ∧ �̂�1.

在本节中应当时刻牢记诸多流形的构造粘连中, 其上的 G2-结构也要被考虑. 具

体说来,是 𝑇 7/𝛤 摘去奇点的过程. 邻域 𝑈 的因子 𝐵4
𝑟 /⟨−id⟩应当被换成一个四维

流形 𝑋,且边界上可以接入 𝑇 7/𝛤 的余下部分. 此处的相连不仅是拓扑上的,更对

G2-结构提出要求.

对 𝑋 的构造流程与 Eguchi-Hanson空间的构造别无二致. 视 𝐵4
𝑟 为 ℂ2 中的

开球,则𝑋是为 𝐵4
𝑟 /⟨−id⟩的 Blow-up. 仍然有 𝜔2 + 𝑖𝜔3 = d𝑧1 ∧ d𝑧2,此处暂且没有

联结的问题.

同样定义 𝑢 = |𝑧1|2 + |𝑧2|2,此处却不可如前述构造,原因在于当 𝑢大过 𝑟2 后

必应平坦,但渐近平坦意味着要奔向无穷远. 今之视昔,方程中的截断函数技术在

此使用再合适不过. 定义 𝜂 ∶ [0, 𝑟2] → [0, 1]光滑递减函数,且 𝜂(𝑢) = 1当 𝑢 ⩽ 𝑟2/4,
及 𝜂(𝑢) = 0当 𝑢 ⩾ 𝑟2/2. 正实数 𝑡令为参数,取函数

𝑓𝑡 = √𝑢2 + 𝜂(𝑢)2𝑡4 + 𝜂(𝑢)𝑡2 log 𝑢 − 𝜂(𝑢)𝑡2 log(√𝑢2 + 𝜂(𝑢)2𝑡4 + 𝜂(𝑢)𝑡2).

以资为 Kähler势,定义

𝜔1(𝑡) = 𝑖
2∂ ̄∂𝑓𝑡.

截断函数 𝜂 的存在使得 𝑢较小时保有 Eguchi-Hanson空间上的 HyperKähler

结构,而 𝑢较大更贴近边界时回归平坦. 但截断函数也并非没有代价,在方程中使

用截断函数的结果早已司空见惯,今同样将面对由此引发的新问题. 不论如何,首

务在于立即把最终的流形𝑀 构造阐明.

通过把 𝑇 7/𝛤 中诸奇点集附近的 𝑇 3 × 𝐵4
𝑟 /⟨−id⟩ 替换为 𝑇 3 × 𝑋 得到紧致无

边且无奇点的七维流形𝑀 ,定义其上的 G2-结构: 在 (𝑇 7/𝛤 )\𝑈 上定义 𝜑𝑡 = �̂�和
𝜈𝑡 = ∗�̂�,而余下部分

𝜑𝑡 =𝜔1(𝑡) ∧ 𝛿1 + 𝜔2 ∧ 𝛿2 + 𝜔3 ∧ 𝛿3 + 𝛿1 ∧ 𝛿2 ∧ 𝛿3,

𝜈𝑡 =𝜔1(𝑡) ∧ 𝛿2 ∧ 𝛿3 + 𝜔2 ∧ 𝛿3 ∧ 𝛿1 + 𝜔3 ∧ 𝛿1 ∧ 𝛿2 + 1
2𝜔1(𝑡) ∧ 𝜔1(𝑡).
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检查诸定义,至少保证 𝜑𝑡和 𝜈𝑡的闭性与光滑性.

先从拓扑上观察𝑀 ,随后回到最关心也相对复杂的 G2-结构部分.

拓扑上,旨在明晰𝑀 符合引理2.15中拓扑性的条件,如是一来便彻底只余下

分析的工作,其中的主要工作便是证明其单连通性——这将真正体现 𝛤 选取的精
巧. 由 Eguchi-Hanson空间的良好性质,存在问题的归约 𝜋1(𝑀) = 𝜋1(𝑇 7/𝛤 ).
思绪暂时远去不受限: 若 𝛤 的作用是自由的,则 𝜋1 将会更为庞大,为某种半

直积 ℤ7 ⋊ 𝛤 ;此处作用存在不动点,因而基本群只能是其 (正规)子群.

由商映照 𝑇 7 → 𝑇 7/𝛤 诱导得满映照 𝜌 ∶ ℤ7 ⋊ 𝛤 → 𝜋1(𝑇 7/𝛤 ),目标是为该映
照的核就是复杂的半直积. 省去复杂的计算, 不过列出要点几处: 观察进一步的

诱导映射 𝛤 → (ℤ7 ⋊ 𝛤 )/𝜌(ℤ7),该映照的核由 𝛤 中有不动点的元素生成,但 𝛤 的
诸生成元均有不动点,故 𝜋1(ℤ7/𝛤 ) = 𝜌(ℤ7);另一方面 𝜌(ℤ7)的无挠部分完全取决
于 𝛤 作用到 ℤ7 = 𝜋1(𝑇 7)上的不动子空间,挠部分则苛求对 𝑆 准确的刻画.

拓扑部分目所能及的可用材料只有 Joyce的原文 [12] ,其间更有一些额外的 𝛤
构造的可能以及思路,值得一读.

现在轮到分析来一锤定音了.

回忆𝑀 和𝑋的构造,取子集 𝐴为𝑀 中 𝑢 ∈ [𝑟2/4, 𝑟2/2]的部分. 直观地讲,这

是𝑀 上粘接的部分. 具体说来,在𝑀\𝐴上已经拥有 𝜈𝑡 = 𝛩(𝜑𝑡)的良好性质,但在

𝐴上甚至不能保证 𝜑𝑡是 𝛬3
+的截面——所幸 𝛬3

+在 𝛬3中开,且 𝑡 = 0有天然保障,

故 𝑡很小时也同样落入 𝛬3
+. 同凭此理,当 𝑡很小时 𝜈𝑡 和 𝛩(𝜑𝑡)也相距不远. 依据

从前的计算,以上所有的“差距”基本都是 𝑂(𝑡4)的. 总之,存在两个正常数 𝜃, 𝐷1

使 0 < 𝑡 ⩽ 𝜃 时,存在一个𝑀 上的 3-形式 𝜓𝑡 使 ∗𝜓𝑡 = 𝛩(𝜑𝑡) − 𝜈𝑡 且有范数的估计

‖𝜓𝑡‖𝐿2 ⩽ 𝐷1𝑡4和 ‖𝜓𝑡‖𝐶2 ⩽ 𝐷1𝑡4,此处不论范数或 Hodge ∗-算子均由 𝜑𝑡诱导.

对以上流程稍加反思,截断函数 𝜏 是导致有挠的主因,这意味着即便 d𝜑𝑡 = 0
仍然没有 d𝛩(𝜑𝑡)在 𝐴上处处消失. 故引入 𝜓𝑡为某种误差项,满足 d ∗ 𝜓𝑡 = d𝛩(𝜑𝑡)
且额外带有范数的估计. 同时 𝐴独立于 𝑡也不可忽视,这将导致误差项并不会随 𝑡
的变小而屈缩于某一同样小的区域,而是相对均匀且整体地同时变小.

至此几何的准备臻已完善, 下一章将通过两个主定理证明 𝜑𝑡 可以形变到无

挠 G2-结构. 这也是真正的 Joyce的论文 [12]核心内容,时至今日仍是 G2-理论的关

键技术而并未被取代, Laplacian流的努力也大多基于此证明中的几个引理命题.
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第四章 补完证明

第一节 证明流程的介绍

本章的摘要不过寥寥几字但实则颇堪玩味,核心在于使用更丰富的 G2 的性

质以规避过于复杂的传统微分几何,有以一巧破千钧之势.

本节一改风格,选择先写出主要的两个定理,然后分别评述证明的要处.

定理 4.1 令𝑀 为 7维流形,闭的 G2-结构 𝜑实现为 𝛬3
+ 的截面. 设𝑀 上存

在 3-形式 𝜓 有 d∗𝜓 = d∗𝜑,且存在 𝐸1, ⋯ , 𝐸5为些许正常数使如下诸条成立:

(i) 范数的估计 ‖𝜓‖𝐿2 ⩽ 𝐸1𝑡4且 ‖𝜓‖𝐶1,1/2 ⩽ 𝐸1𝑡4;

(ii) 任取截面 𝜉 ∈ 𝐶1,1/2(𝛬3T∗𝑀)且 𝜉 闭,则 ‖𝜉‖𝐶0 ⩽ 𝐸2(𝑡‖∇𝜉‖𝐶0 + 𝑡−7/2‖𝜉‖𝐿2)
且 ‖∇𝜉‖𝐶0 + 𝑡1/2[∇𝜉]1/2 ⩽ 𝐸3(‖d∗𝜉‖𝐶0 + 𝑡1/2[d∗𝜉]1/2 + 𝑡−9/2‖𝜉‖𝐿2);

(iii) 体积有下界 1 ⩽ 𝐸4vol(𝑀);
(iv) 若光滑实函数 𝑓 在𝑀 上的积分为 0,则 ‖𝑓‖𝐿2 ⩽ 𝐸5‖d𝑓‖𝐿2 .

则本定理宣称存在 𝜅, 𝐾 两正常数仅取决于诸 𝐸𝑖,使 0 < 𝑡 ⩽ 𝜅 时,存在光滑

2-形式 𝜂 ∈ 𝐶∞(𝛬2T∗𝑀)辅以 ‖d𝜂‖𝐶0 ⩽ 𝐾𝑡1/2满足 𝜑 + d𝜂是光滑无挠 G2-结构.

定理 4.2 与定理4.1有一致的初始设定, 且存在 𝐷1, ⋯ , 𝐷5 为些许正常数使

以下诸条可以成立:

(i) 范数的估计 ‖𝜓‖𝐿2 ⩽ 𝐸1𝑡4且 ‖𝜓‖𝐶1,1/2 ⩽ 𝐸1𝑡4;

(ii) 内射半径 𝛿(𝑔)满足 𝛿(𝑔) ⩾ 𝐷2𝑡;
(iii) Riemann曲率 𝑅(𝑔)有 ‖𝑅(𝑔)‖𝐶0 ⩽ 𝐷3𝑡−2;

(iv) 体积有下界 vol(𝑀) ⩾ 𝐷4;

(v) 直径有上界 diam(𝑀) ⩽ 𝐷5.

则存在诸 𝐸𝑖使得定理4.1的条件 (i)-(iv)成立.

可见逻辑结构基本上是由定理4.2往定理4.1走. 惊讶之处在定理4.2的条件几

乎弱到不需要 G2-结构本身,由以 (ii)-(v)为甚,只依赖于其诱导的度规 𝑔 的性质.

利用 Eguchi-Hanson空间的基本性质,知定理4.2的条件对构造的𝑀 全部满足.

对定理4.1其初始直观便是对 𝜑产生形变. 由于 d𝜑已经为 0了,因此寻求 𝜂
一个 2-形式,以 𝜑 + d𝜂的方式书写形变保持闭性. 无挠的另一方程由此变化为

d𝛩(𝜑 + d𝜂) = 0.

但很遗憾这并不是一个很好处理的方程,立刻会在下一节中说明该方程对 𝜂的线
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性化并不具有椭圆性. 大多时候这里的非椭圆性来自于方程的微分同胚不变性

——这里的话题十分值得更深入的讨论,但与主题相去甚远,不得不割舍.

此处的处理手法展示了 Joyce的宏大构思. 添加一额外的实数 𝜖 以及对方程
的改写,通过对 G2几何性质的透彻了解,找到 𝜂和 𝜖满足一非线性但线性化却具
有椭圆性的方程. 而后在标准的 Picard迭代技术帮助下找到该方程的解,并证明

该 𝜂 可以带来无挠性. 寻求额外的条件的动机可以解释为对规范进行固定,预期

效果为大幅减少可取的微分同胚,剑指有限维的解空间.

言尽于此,更细节的评注留到证明中适时观照,现已是开启证明的良好时机.

诚如本节开头所言,下一节的首要引理是对进一步对 G2的性质的刻画.

第二节 向无挠形变

本节将奔定理4.1长驱直入. 首个引理着墨于对函数 𝛩进行进一步的估计.

引理 4.3 设𝑀 为七维流形与其上的闭 G2-结构 𝜑. 存在正常数 𝑒1使得对任

意截面 𝜒 ∈ 𝐶0(𝛬3T∗𝑀)且 ‖𝜒‖𝐶0 ⩽ 𝑒1,有 𝜑 + 𝜒 仍落入 𝐶0(𝛬3T∗𝑀)且 𝛩(𝜑 + 𝜒)
的一阶展开如下

𝛩(𝜑 + 𝜒) = ∗𝜑 + 4
3 ∗ 𝜋1(𝜒) + ∗𝜋7(𝜒) − ∗𝜋27(𝜒) − 𝐹 (𝜒),

其中 𝐹 是定义在 𝛬3T∗𝑀 上一个半径为 𝑒1的闭球到 𝛬4T∗𝑀 的光滑函数,额外要

求 𝐹 (0) = 0;其中的 ∗-算子还是由 𝜑所诱导的.

证明 观察到 𝐹 本身不过一阶项后的余项, 本引理的非平凡部分全部位于

前面部分. 为了在形式上不受 𝐹 的干扰,上式可复写作

d
d𝑡𝛩(𝜑(𝑡))|𝑡=0

= 4
3 ∗ 𝜋1(d𝜑(𝑡)

d𝑡 ) + ∗𝜋7(d𝜑(𝑡)
d𝑡 ) − ∗𝜋27(d𝜑(𝑡)

d𝑡 ).

这一计算已经为著作 [3]所写,且仍然涉及较为艰深的表示论内容,因而只得以思

路介绍为主. 前文已经称道过 𝛩在代数立场上给出了表示的同态,因而 Schur引

理迫使该映照实则只能给出同维不可约表示之间的线性伸缩. 由此不妨令 𝜒 只
取到各个不可约的子空间中来研究.

回忆𝛬3
1不过ℝ𝜑而已,故令 𝜑(𝑡) = (1+𝑡)𝜑,通过计算 𝑔和 ∗-算子得𝛩(𝜑(𝑡)) =

(1 + 𝑡)4/3 ∗ 𝜑,求导已明. 七维分量更是显见,从构造中可窥见这一部分的作用甚至

不改变度规本身, 故而 𝛩 在这里仍旧保持了良好的线性. 余下的 27维部分需具
体写出 𝛬3

27到 S2
0的同构,推荐参考 Bryant的综述文 [17]而此处承认系数为 −1. ∎
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透过此计算性的引理明确了算子 𝛩具有的双曲性,呈露了主要的困难. 切勿

心急于立刻进入对定理4.1的证明, 不妨沿此引理再提供一引理以展示蕴藏在函

数 𝐹 的定义后的一些估计.

引理 4.4 诸记号如前所述,设 𝜒 和 𝜉 为 𝛬3T∗𝑀 的 𝐶1,1/2-截面,且辅以要求

‖𝜒‖𝐶0 , ‖𝜉‖𝐶0 ⩽ 𝑒1. 则对 𝐹 (𝜒) − 𝐹 (𝜉)有如下的三个不等式估计:

|𝐹 (𝜒) − 𝐹 (𝜉)| ⩽ 𝑒2|𝜒 − 𝜉|(|𝜒| + |𝜉|),

|d(𝐹 (𝜒) − 𝐹 (𝜉))| ⩽ 𝑒3(|𝜒 − 𝜉|(|𝜒| + |𝜉|)|d∗𝜑| + |∇(𝜒 − 𝜉)|(|𝜒 + 𝜉|)

+|𝜉 − 𝜒|(|∇𝜒| + |∇𝜉|)),

[d(𝐹 (𝜒) − 𝐹 (𝜉))]1/2 ⩽ 𝑒4([𝜒 − 𝜉]1/2(‖𝜒‖𝐶0 + ‖𝜉‖𝐶0)‖d∗𝜑‖𝐶0

+‖𝜒 − 𝜉‖𝐶0([𝜒]1/2 + [𝜉]1/2)‖d∗𝜑‖𝐶0

+‖𝜒 − 𝜉‖𝐶0(‖𝜒‖𝐶0 + ‖𝜉‖𝐶0)[d∗𝜑]1/2

+[∇(𝜒 − 𝜉)]1/2(‖𝜒‖𝐶0 + ‖𝜉‖𝐶0)

+‖∇(𝜒 − 𝜉)‖𝐶0([𝜒]1/2 + [𝜉]1/2)

+[𝜒 − 𝜉]1/2(‖∇𝜒‖𝐶0 + ‖∇𝜉‖𝐶0)

+‖𝜒 − 𝜉‖𝐶0([∇𝜒]1/2 + [∇𝜉]1/2)),

其中 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4为普适的正常数.

证明 初见式子之复杂令人惊讶,千头万绪,从头评说.

回忆道上一引理告知了 𝐹 (𝜒) 的主部是为 𝜒 的二次型, 所以第一个不等式

确该成立. 由链式法则, 引入额外的函数 𝐹1 和 𝐹2 将 d𝐹 (𝜒) 表作 𝐹1(𝜒, ∇𝜑) +
𝐹2(𝜒, ∇𝜒),其中诸 𝐹𝑖 对第二个变量线性. 从细节观之,两 𝐹𝑖 又有所不同,譬如 𝐹1

对第一个变量保持了二次型的主部,因并未对 𝜒 求到导;而 𝐹2不得不只余下对第

一个变量第一阶的估计. 加上 d𝜑 = 0的引理假设,使 ∇𝜑只取决于 d∗𝜑. 综之,在

𝐹1和 𝐹2的辅助下第二个不等式也令人信服. 第三个不等式涉及对 Hölder范数的

估计,这自然只需对每一项分别估计再求和,正如所写. ∎

准备迄今,应当于此引进证明的要点. 要探求 𝜂 ∈ 𝐶∞(𝛬2T∗𝑀)和 𝜖 ∈ ℝ使

d∗𝜂 = 0, 𝜖 = 1
3vol(𝑀) ∫𝑀

d𝜂 ∧ ∗𝜓

及

d𝛩(𝜑 + d𝜂) = 7
3d(∗𝜋1(d𝜂)) + 2d(∗𝜋7(d𝜂)) − 𝜖d ∗ 𝜑
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成立,尔后说明 𝜂确为定理4.1之所求. 另一方面引理4.3告知了

d𝛩(𝜑 + d𝜂) =d ∗ 𝜑 + 4
3d(∗𝜋1(d𝜂)) + d(∗𝜋7(d𝜂)) − d(∗𝜋27(d𝜂)) − d𝐹 (d𝜂)

=d ∗ 𝜑 − d𝐹 (d𝜂) − d(∗d𝜂) + 7
3d(∗𝜋1(d𝜂)) + 2d(∗𝜋7(d𝜂)),

其中利用了 id = 𝜋1 + 𝜋7 + 𝜋27. 因而前文的方程化为

d∗d𝜂 = (1 + 𝜖)d∗𝜓 + ∗d𝐹 (d𝜂),

其间用以约定 d∗ = − ∗ d∗与定理条件 d∗𝜓 = d∗𝜑.
如今目标摆在面前,是纯分析大展身手的时机. 标准的迭代手段为构造一列

收敛的 (𝜂𝑗),选取恰当的范数保持诸 𝜂𝑗的范数受到良好控制,椭圆性带来 Schauder

估计及保证迭代中不损失正则性——这一部分反而并无本质困难或曲折思路,因

而也不多加铺排,直接痛快开场.

命题 4.5 保持 𝑡充分小,诸假设与定理4.1一致. 存在一列于 𝐶2,1/2(𝛬2T∗𝑀)
中收敛的 (𝜂𝑗)与实直线上的一列收敛的 𝜖,辅以 𝜂0 = 𝜖0 = 0且满足

d∗𝜂𝑗 = 0, 𝜖 = 1
3vol(𝑀) ∫𝑀

d𝜂𝑗 ∧ ∗𝜓,

d∗d𝜂𝑗 = (1 + 𝜖𝑗−1)d∗𝜓 + ∗d𝐹 (d𝜂𝑗−1).

对于任意的 𝑗 还有诸不等式估计:

(a) ‖d𝜂𝑗‖𝐿2 ⩽ 2𝐸1𝑡4, (b) |𝜖𝑗| ⩽ 𝐸6𝑡8, (c) ‖d𝜂𝑗‖𝐶0 ⩽ 𝐾𝑡1/2,

(d) ‖∇d𝜂𝑗‖𝐶0 ⩽ 𝐸7𝑡−1/2, (e) [∇d𝜂𝑗]1/2 ⩽ 𝐸7𝑡−1,

(A) ‖d𝜂𝑗 − d𝜂𝑗−1‖𝐿2 ⩽ 2𝐸12−𝑗𝑡4, (B) |𝜖𝑗 − 𝜖𝑗−1| ⩽ 𝐸62−𝑗𝑡8,

(C) ‖d𝜂𝑗 − d𝜂𝑗−1‖𝐶0 ⩽ 𝐾2−𝑗𝑡1/2, (D) ‖∇d𝜂𝑗 − ∇d𝜂𝑗−1‖𝐶0 ⩽ 𝐸72−𝑗𝑡−1/2,

(E) [∇d𝜂𝑗 − ∇d𝜂𝑗−1]1/2 ⩽ 𝐸72−𝑗𝑡−1,

其中 𝐸6, 𝐸7 与 𝐾 只取决于 𝐸1, ⋯ , 𝐸5. 则取极限的 𝜂 和 𝜖 将符合诸方程,且额外

有估计 ‖d𝜂‖𝐶0 ⩽ 𝐾𝑡1/2 ⩽ 𝑒1.

证明 Laplace算子 ∆ = d∗d + dd∗ ∈ End(𝐶∞(𝛬2T∗𝑀))为经典的自伴椭圆
算子,由 Hodge分解定理知其核𝑊 同构于𝐻2(𝑀, ℝ). 记𝑊 ⟂为𝑊 在 Hilbert空

间 𝐿2(𝛬2T∗𝑀)的正交补. 由自伴性知 𝑊 ⟂ = Im∆. 故取 𝜉 ∈ 𝑊 ⟂ 总存在唯一的

𝜒 ∈ 𝑊 ⟂ 满足 ∆𝜒 = 𝜉. 据命题2.16知晓存在常数 𝐶(𝜑)只取决于 𝜑使 ‖𝜒‖𝐶2,1/2 ⩽
𝐶(𝜑)‖𝜉‖𝐶0,1/2 . 证明将使用归纳法完成. 第一步是平凡的,一切流程的开始不过是

两个 0. 现设 𝜂0, ⋯ , 𝜂𝑘 与 𝜖0, ⋯ , 𝜖𝑘 已经依命题实现,则不等式 ‖d𝜂𝑘‖𝐶0 ⩽ 𝐾𝑡1/2 ⩽
𝑒1保证了 𝐹 (d𝜂𝑘)这一项良好定义.
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另一方面,分部积分可见 (1 + 𝜖𝑘)d∗𝜓 + ∗d𝐹 (d𝜂𝑘) ∈ 𝑊 ⟂因闭流形上形式调和

当且仅当闭且余闭. 故存在唯一 𝜂𝑘+1 ∈使 ∆𝜂𝑘+1 = (1 + 𝜖𝑘)d∗𝜓 + ∗d𝐹 (d𝜂𝑘). 此外
瞥一眼于正则性的问题: 由 𝜂𝑘 ∈ 𝐶2,1/2 从而等式右部有 𝐶0,1/2 的正则性,椭圆性

将 𝜂𝑘+1正则性提升回 𝐶2,1/2,及提供了 Schauder估计

‖𝜂𝑘+1‖𝐶2,1/2 ⩽ 𝐶(𝜑)‖(1 + 𝜖𝑘)d∗𝜓 + ∗d𝐹 (d𝜂𝑘)‖𝐶0,1/2 .

分部积分又表明 d与 d∗ 的像是 𝐿2-正交的,且知 ∆𝜂𝑘+1 ∈ Imd∗ 从而 dd∗𝜂𝑘+1 = 0.
内积上 𝜂𝑘+1 后执行分部积分知 d∗𝜂𝑘+1 = 0,方程也变化到应有的 d∗d𝜂𝑘+1 = (1 +
𝜖𝑘)d∗𝜓 + ∗d𝐹 (d𝜂𝑘). 按照命题中的式子定义 𝜖𝑘+1. 现在所余下的工作便在于推进

所有归纳假设,这一步将分 𝑘 = 0和 𝑘 > 0讨论.

首务在于论证不等式 (a)-(e)和 (A)-(E)对 𝑗 = 1成立. 由于此时 (A)-(E)可推

出 (a)-(e)因而只需对前者进行证明. 要而言之,主要手段在于选取恰当的截面代

入定理4.1的 (ii)来实现证明.

由 d∗d𝜂1 = d∗𝜓 内积上 𝜂1 分部积分得 ‖d𝜂1‖𝐿2 ⩽ ‖𝜓‖𝐿2 ⩽ 𝐸1𝑡4,得 (A).进而

启发有如下计算

|𝜖1| ⩽1
3

1
vol(𝑀)‖d𝜂1‖𝐿2‖𝜓‖𝐿2

⩽𝐸4
3 ⋅ 2𝐸1𝑡4 ⋅ 𝐸1𝑡4 = 𝐸6𝑡8,

此中 𝐸6 不过 2𝐸4𝐸2
1 /3的再称,得 (B).另外由 𝜓 的 𝐶1,1/2 估计可知 d∗d𝜂1 = d∗𝜓

的 𝐶0,1/2-范数被 𝐸1𝑡4控制. 今令定理4.1中条件 (ii)的 𝜉 = d𝜂1,有

‖∇d𝜂1‖𝐶0 + 𝑡1/2[∇d𝜂1]1/2 ⩽ 𝐸3(𝐸1𝑡4 + 𝑡1/2 ⋅ 𝐸1𝑡4 + 𝑡−9/2 ⋅ 𝐸1𝑡4),

可见 𝑡充分小时,右边的主项在于 𝑡−1/2,而前置的系数不妨随心取为 𝐸7 = 3𝐸1𝐸3,

得 (D)与 (E);另一条不等式是为

‖d𝜂1‖𝐶0 ⩽ 𝐸2(𝑡 ⋅ 𝐸7𝑡−1/2 + 𝑡−7/2𝐸1𝑡4),

则置 𝐾 = 2𝐸2(𝐸7 + 𝐸1)得 (C).

迈入第二步,取 𝑘 ⩾ 1而 𝑗 = 𝑘 + 1. 在计算前对待证内容观察少许是有所裨
益的,与第一步相似之处在于 (a)-(e)仍然通过三角不等式被 (A)-(E)简单导出,故

仍仅聚焦于后五条的证明. 对命题中的式子差分得

d∗d(𝜂𝑘+1 − 𝜂𝑘) = (𝜖𝑘 − 𝜖𝑘−1)d∗𝜓 + ∗d(𝐹 (d𝜂𝑘) − 𝐹 (d𝜂𝑘−1)),
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内积上 𝜂𝑘+1 − 𝜂𝑘如法炮制分部积分得

‖d𝜂𝑘+1 − d𝜂𝑘‖𝐿2 ⩽|𝜖𝑘 − 𝜖𝑘−1|‖𝜓‖𝐿2 + ‖𝐹 (d𝜂𝑘) − 𝐹 (d𝜂𝑘−1)‖𝐿2

⩽|𝜖𝑘 − 𝜖𝑘−1|‖𝜓‖𝐿2 + 𝑒2‖d𝜂𝑘 − d𝜂𝑘−1‖𝐿2(‖d𝜂𝑘‖𝐶0 + ‖d𝜂𝑘−1‖𝐶0)

⩽𝐸62−𝑘𝑡8 ⋅ 𝐸1𝑡4 + 𝑒2 ⋅ 2𝐸12−𝑘𝑡4 ⋅ 2𝐾𝑡1/2 ⩽ 2𝐸12−𝑗𝑡4,

其中已经使用了引理4.4里的结果, 以及通过取一个无关于 𝑘的 𝜅 使得不等式链
的最后一个不等号在 𝑡 ⩽ 𝜅 下可以通过,得 (A).

对 (C)-(E)的证明核心显然在于取 𝜉 = d(𝜂𝑘+1 − 𝜂𝑘)代入定理4.1的 (ii)中. 简

单观察见只需找到 ‖d∗d(𝜂𝑘+1 − 𝜂𝑘)‖𝐶0 和 [d∗d(𝜂𝑘+1 − 𝜂𝑘)]1/2 的估计即可. 先套予

𝐶0-范数有

‖d𝜂𝑘+1 − d𝜂𝑘‖𝐶0 ⩽|𝜖𝑘 − 𝜖𝑘−1|‖𝜓‖𝐶1 + ‖𝐹 (d𝜂𝑘) − 𝐹 (d𝜂𝑘−1)‖𝐶0

⩽|𝜖𝑘 − 𝜖𝑘−1|‖𝜓‖𝐶1

+ 𝑒3(‖d𝜂𝑘 − d𝜂𝑘−1‖𝐶0(‖d𝜂𝑘‖𝐶0 + ‖d𝜂𝑘−1‖𝐶0)‖𝜓‖𝐶1

+ ‖∇d(𝜂𝑘 − 𝜂𝑘−1)‖𝐶0(‖d𝜂𝑘‖𝐶0 + ‖d𝜂𝑘−1‖𝐶0)

+ ‖d𝜂𝑘 − d𝜂𝑘−1‖𝐶0(‖∇d𝜂𝑘‖𝐶0 + ‖∇d𝜂𝑘−1‖𝐶0))

⩽𝐸62−𝑘𝑡8 ⋅ 𝐸1𝑡4 + 𝑒3(𝐾2−𝑘𝑡1/2 ⋅ 2𝐾𝑡1/2 ⋅ 𝐸1𝑡4

+ 𝐸72−𝑘𝑡−1/2 ⋅ 2𝐾𝑡1/2 + 2𝐸12−𝑘𝑡4 ⋅ 2𝐸7𝑡−1/2)

=𝑂(2−𝑘),

第二个不等号同样借助了引理4.4中的不等式, 最后 𝑡 幂次最低可为 0, 故可粗糙
地把 ‖d∗d(𝜂𝑘+1 − 𝜂𝑘)‖𝐶0 估计为 𝑂(2−𝑘). 转向研究其 1/2-阶 Hölder的信息,估计有

[d𝜂𝑘+1 − d𝜂𝑘]1/2 ⩽|𝜖𝑘 − 𝜖𝑘−1|‖𝜓‖𝐶1,1/2 + [𝐹 (d𝜂𝑘) − 𝐹 (d𝜂𝑘−1)]1/2

⩽|𝜖𝑘 − 𝜖𝑘−1|‖𝜓‖𝐶1,1/2

+ 𝑒4([d𝜂𝑘 − d𝜂𝑘−1]1/2(‖d𝜂𝑘‖𝐶0 + ‖d𝜂𝑘−1‖𝐶0)‖𝜓‖𝐶1

+ ‖d𝜂𝑘 − d𝜂𝑘−1‖𝐶0([d𝜂𝑘]1/2 + [d𝜂𝑘−1]1/2)‖𝜓‖𝐶1

+ ‖d𝜂𝑘 − d𝜂𝑘−1‖𝐶0(‖d𝜂𝑘‖𝐶0 + ‖d𝜂𝑘−1‖𝐶0)‖𝜓‖𝐶1,1/2

+ [∇d(𝜂𝑘 − 𝜂𝑘−1)]1/2(‖d𝜂𝑘‖𝐶0 + ‖d𝜂𝑘−1‖𝐶0)

+ ‖∇d(𝜂𝑘 − 𝜂𝑘−1)‖𝐶0([d𝜂𝑘]1/2 + [d𝜂𝑘−1]1/2)

+ [d𝜂𝑘 − d𝜂𝑘−1]1/2(‖∇d𝜂𝑘‖𝐶0 + ‖∇d𝜂𝑘−1‖𝐶0)

+ ‖d𝜂𝑘 − d𝜂𝑘−1‖𝐶0([∇d𝜂𝑘]1/2 + [∇d𝜂𝑘−1]1/2)).
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这里肉眼可见有形如 [d𝜂𝑘]1/2 和 [d𝜂𝑘 − d𝜂𝑘−1]1/2 这样的非常规项,从归纳假设中

无法直接得到. 插值不等式派上用场, 对截面 𝜒 有 [𝜒]2
1/2 ⩽ 2‖𝜒‖𝐶0‖∇𝜒‖𝐶0 , 故

而知 [d𝜂𝑘]1/2 ⩽ 𝑂(1) 及 [d𝜂𝑘 − d𝜂𝑘−1]1/2 ⩽ 𝑂(2−𝑘). 有此简单的准备, 代入上式

可见每一项均有 2−𝑘 而 𝑡 的幂次最低为 −1/2. 故最终可宣布繁杂的计算成果为
[d𝜂𝑘+1 − d𝜂𝑘]1/2被 𝑂(2−𝑘𝑡−1/2)控制. 回代可得 (C)-(E).

最后对 𝜖的定义式差分,计算得 (B)如下

|𝜖𝑘+1 − 𝜖𝑘| ⩽1
3

1
vol(𝑀)‖d𝜂𝑘+1 − d𝜂𝑘‖𝐿2‖𝜓‖𝐿2

⩽𝐸4
3 ⋅ 2𝐸12−𝑗𝑡4 ⋅ 𝐸1𝑡4 ⩽ 𝐸62−𝑗𝑡8.

归纳的部分已然完成. 因 d∗d𝜂𝑗 在 𝐶0,1/2(𝛬2T∗𝑀)中收敛且 𝜂𝑗 保持为余闭形

式,故 ∆𝜂𝑗 同在 𝐶0,1/2(𝛬2T∗𝑀)中收敛. 利用前文的 Schauder估计可进一步知晓

𝜂𝑗 在 𝐶2,1/2(𝛬2T∗𝑀)中收敛至 𝜂. 当然,还有 𝜖𝑗 收敛至 𝜖,且 (a)-(e)被予以保持. ∎

显见尚欠缺对 𝜂的正则性提升,列为如下命题.

命题 4.6 令𝑀 , 𝜑, 𝜂和 𝜖均为上文所指,则 𝜂光滑.

证明 对椭圆方程的正则性提升实为完全标准化的流程. 已知 𝜂满足方程

d∗d𝜂 = (1 + 𝜖)d∗𝜓 + ∗d𝐹 (d𝜂)

后,在左方补足 dd∗𝜂且把引理4.4证明中的 𝐹2从右方拆出 ∇d𝜂整理为

∆𝜂 + 𝑃 (d𝜂, ∇d𝜂) = 𝐺(𝜖, d∗𝜑, d𝜂).

由于 𝐹 的良好光滑性, 能保证 𝑃 和 𝐺 的光滑性, 且 𝑃 还对第二个变量线性, 且

当第一个变量为 0时也为 0. 因存在对 d𝜂 的控制,椭圆性作为开条件可信服地宣

称总可选取更小的 𝜅 使得 ∆ + 𝑃 是椭圆算子. 这时若 d𝜂 有 𝐶𝑘,1/2 则该椭圆算子

的系数有 𝐶𝑘,1/2 级别的正则性,故命题2.16指出 𝜂 是 𝐶𝑘+2,1/2 的而 d𝜂 自然升级为
𝐶𝑘+1,1/2. 此过程循环往复,令 𝑘奔向无穷,即称光滑. ∎

前面大量的计算铺垫终归不过为证明 𝜑 + d𝜂的无挠性铺路而已. 因 G2-结构

的闭性被良好地保留,故此时的目标实为说明 d𝛩(𝜑 + d𝜂)消失——注意这是一个
5-形式,配合前置知识中的理论,一巧法在于证明其在 𝜋7 和 𝜋14 两投影下均为 0.
后文将循此思路完成证明,但证明开始前置一引理作备.
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引理 4.7 令𝑀 , 𝜑, 𝜂和 𝜖如前所述. 定义如下诸截面

𝑥7 = 𝜋7(d𝛩(𝜑 + d𝜂)), 𝑥14 = 𝜋14(d𝛩(𝜑 + d𝜂)),

𝑦7 = 7
3𝜋7(d ∗ 𝜋1(d𝜂)), 𝑦14 = 7

3𝜋14(d ∗ 𝜋1(d𝜂)) − 𝜖d ∗ 𝜑,

𝑧7 = 2𝜋7(d ∗ 𝜋7(d𝜂)), 𝑧14 = 2𝜋14(d ∗ 𝜋7(d𝜂)).

则存在充分小的 𝜅 使这些截面满足以下四条等式与两条不等式

𝑥7 = 𝑦7 + 𝑧7, 𝑥14 = 𝑦14 + 𝑧14,

‖𝑧7‖𝐿2 = √2‖𝑧14‖𝐿2 , ⟨𝑥7, 𝑧7⟩ = 2⟨𝑥14, 𝑧14⟩,

‖𝑥7‖𝐿2 ⩽ ‖𝑥14‖𝐿2 , ‖𝑦14‖𝐿2 ⩽ 1
4‖𝑦7‖𝐿2 .

证明 由已知的方程

d𝛩(𝜑 + d𝜂) = 7
3d(∗𝜋1(d𝜂)) + 2d(∗𝜋7(d𝜂)) − 𝜖d ∗ 𝜑

及推论2.13显见确有 𝑥7 = 𝑦7 + 𝑧7 与 𝑥14 = 𝑦14 + 𝑧14 两等式. 另一方面,回忆道各

个不可约分量的构造,可知存在 1-形式 𝜈 使

d ∗ 𝜋7(d𝜂) = 1
4d(𝜈 ∧ 𝜑) = 1

4d𝜈 ∧ 𝜑.

故有

𝑧7 = 1
2𝜋7(d𝜈) ∧ 𝜑 = ∗𝜋7(d𝜈), 𝑧14 = 1

2𝜋14(d𝜈) ∧ 𝜑 = −1
2 ∗ 𝜋14(d𝜈).

这一小部分的内容仍推荐参阅论文 [9]以信服. 综之,有 d𝜈 = ∗𝑧7 − 2 ∗ 𝑧14. 又由 𝜑
的闭性见到 d𝜈 ∧ d𝜈 ∧ 𝜑是恰当 7-形式,则在闭流形上积分为 0. 另一方面,计算见

d𝜈 ∧ d𝜈 ∧ 𝜑 = d𝜈 ∧ (2 ∗ 𝜋7(d𝜈) − ∗𝜋14(d𝜈)) = (2|𝜋7(d𝜈)|2 − |𝜋14(d𝜈)|2)d𝜇,

进而积分并辅以上式可得 ‖𝑧7‖𝐿2 = √2‖𝑧14‖𝐿2 . 又注意 𝑥7 + 𝑥14 = d𝛩(𝜑 + d𝜂)为
闭形式,可有 (𝑥7 + 𝑥14) ∧ d𝜈 为恰当 7-形式,代换 d𝜈 并再次执行积分得 ⟨𝑥7, 𝑧7⟩ =
2⟨𝑥14, 𝑧14⟩.

第一条不等式以技巧明之. 定义 �̃� = 𝜑 + d𝜂,以此作为 G2-结构将 𝛬5T∗𝑀 重

新分裂为 ̃𝛬5
7 ⊕ ̃𝛬5

14. 由于保持了闭性故借助推论2.13知 𝑥7 + 𝑥14 ∈ 𝐶∞( ̃𝛬5
14). 而

d𝜂 → 0时 ̃𝛬5
14 → 𝛬5

14,换言之 d𝛩(�̃�)的大部分分量应留于 𝛬5
14 中. 综之,当 𝑡充分

小时 d𝜂也充分小,取更小的 𝜅 将有 ‖𝑥7‖𝐿2 ⩽ ‖𝑥14‖𝐿2 成立.
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最后一条不等式亦需一点表示论的工具并引入辅助用函数. 由

7
3𝜋1(d𝜂) − 𝜖𝜑 ∈ 𝐶∞(𝛬3

1) = ⟨𝜑⟩,

可令之恰如 𝑓𝜑. 对之作用 d∗算得

7
3d ∗ 𝜋1(d𝜂) − 𝜖d ∗ 𝜑 = d𝑓 ∧ ∗𝜑 + 𝑓d ∗ 𝜑.

再次利用推论2.13可确定 𝑦7 = d𝑓 ∧ ∗𝜑 与 𝑦14 = 𝑓d ∗ 𝜑 = 𝑓d ∗ 𝜓 . 局部直接
计算知 |d𝑓 ∧ ∗𝜑| = √3|d𝑓|故 ‖𝑦7‖𝐿2 = √3‖d𝑓‖𝐿2 . 另一方面直接的估计展示

‖𝑦14‖𝐿2 ⩽ ‖𝑓‖𝐿2‖𝜓‖𝐶1 . 简要研究 𝑓 的形态,作流形上积分:

7 ∫𝑀
𝑓d𝜇 = ∫𝑀

𝑓𝜑 ∧ ∗𝜑 =7
3 ∫𝑀

d𝜂 ∧ ∗𝜑 − 𝜖 ∫𝑀
𝜑 ∧ ∗𝜑

=7
3 ∫𝑀

d𝜂 ∧ ∗𝜓 − 7𝜖vol(𝑀) = 0.

该计算中蕴含 Stokes定理与诸 𝜑, 𝜓 和 𝜖的定义. 归功于定理4.1的 (iv)部分,获得

不等式 ‖𝑓‖𝐿2 ⩽ 𝐸5‖d𝑓‖𝐿2 以表明

‖𝑦14‖𝐿2 ⩽ 1
√3

𝐸1𝐸5𝑡4‖𝑦7‖𝐿2

可在 𝜅 再取小后得到待证的不等式. ∎

承上,对定理的完整证明已不远.

命题 4.8 令𝑀 , 𝜑, 𝜂和 𝜖如前所述. 存在 𝜅 使 𝜑 + d𝜂为无挠 G2-结构.

证明 在引理的铺垫下,只欠说明 𝑥7 = 𝑥14 = 0.
对 𝑥7 = 𝑦7 + 𝑧7使用三角不等式有 ‖𝑦7‖𝐿2 ⩽ ‖𝑥7‖𝐿2 + ‖𝑧7‖𝐿2 ,进而有

‖𝑥14 − 𝑧14‖𝐿2 = ‖𝑦14‖𝐿2 ⩽ 1
4‖𝑦7‖𝐿2 ⩽ 1

2√2
(‖𝑥14‖𝐿2 + ‖𝑧14‖𝐿2).

此处无分析施展拳脚之地,而是对引理4.7结果的代数游戏. 由极化恒等式有

2⟨𝑥14, 𝑧14⟩ =‖𝑥14‖2
𝐿2 + ‖𝑧14‖2

𝐿2 − ‖𝑥14 − 𝑧14‖2
𝐿2

⩾‖𝑥14‖2
𝐿2 + ‖𝑧14‖2

𝐿2 − 1
8(‖𝑥14‖𝐿2 + ‖𝑧14‖𝐿2)2

=7
8(‖𝑥14‖2

𝐿2 + ‖𝑧14‖2
𝐿2) − 1

4‖𝑥14‖𝐿2‖𝑧14‖𝐿2

⩾3
2‖𝑥14‖𝐿2‖𝑧14‖𝐿2 ⩾ 3√2

4 ‖𝑥7‖𝐿2‖𝑧7‖𝐿2 .
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进而可得如下不等式:

‖𝑥7‖𝐿2‖𝑧7‖𝐿2 ⩾ ⟨𝑥7, 𝑧7⟩ = 2⟨𝑥14, 𝑧14⟩ ⩾ 3√2
4 ‖𝑥7‖𝐿2‖𝑧7‖𝐿2 .

由于系数严格大于 1,这迫使 𝑥7和 𝑧7中必有一个是 0.
若 𝑧7 = 0则 𝑧14亦为 0. 故两等式化为 𝑥7 = 𝑦7和 𝑥14 = 𝑦14,但

‖𝑥7‖𝐿2 ⩽ ‖𝑥14‖𝐿2 = ‖𝑦14‖𝐿2 ⩽ 1
4‖𝑦7‖𝐿2 = 1

4‖𝑥7‖𝐿2

迫使 𝑥7 = 0且不等式中所有的项均为 0,譬如 𝑥14. 倘若是 𝑥7 = 0的情况,仍可有

𝑦7 = −𝑧7,故

‖𝑦14‖𝐿2 ⩽ 1
4‖𝑦7‖𝐿2 = 1

4‖𝑧7‖𝐿2 = √2
4 ‖𝑧14‖𝐿2 .

此时可宣称 𝑧14 = 0. 不然,对 𝑥14 = 𝑦14 + 𝑧14点积上 𝑧14得到的不等式

1
2⟨𝑥7, 𝑧7⟩ = ⟨𝑥14, 𝑧14⟩ = ⟨𝑦14, 𝑧14⟩ + ‖𝑧14‖2

𝐿2 > 0

将与 𝑥7 = 0相矛盾. 因此 𝑧7 = 𝑧14 = 0,归约到前一种情况,明所欲证. ∎

至此圆满证毕定理4.1. 回顾证明的流程,倒叙言之,引理4.7中两个不等式本

质地依赖了 𝜂 与 𝜖 的构造, 且关注到背后分析的属性使其系数的调节空间不小.

不讳言, 提出在方程中添加 𝜖 从而转化为更为可解的方程实属 Joyce的妙手. 然

而作为读者依旧可以窥见一点 𝜖 的定义背后的动机, 即希望可将定理4.1中形如

Poincaré不等式的条件应用到证明中,必需要求在引理4.7中的一步的计算得到精

准的 0——其他系数均已被群 G2的内禀信息决定,对 𝜖的定义是唯一的自由度.

下一节自然是证明定理4.2. 对流形细腻的处理,将展示定理4.1中纷繁迷人眼

的指数大多来自于某种共形性的结果;而不等式本身天然出现自常规的方程理论

中,少数的阻碍是局部到整体的推广.

第三节 不等式的涌现

本节直指定理4.2的证明,职是之故,明晰了流形𝑀 的 Holonomy群恰是 G2.

定理4.1的诸条件中数 (ii)形式上最复杂,因而先制备几个与之相关的引理.

引理 4.9 存在三个正常数 𝐹1, 𝐹2 和 𝐹3, 使任取 𝐵7
1 上一个 Riemann度量 ̃𝑔

与典范度量在 𝐶1,1/2-范数下的差小于 𝐹1时,对闭的 𝜒 ∈ 𝐶1,1/2(𝛬3T∗𝐵7
1)有如下两

不等式:

‖𝜒‖𝐶0 ⩽𝐹2(‖∇𝜒‖𝐶0 + ‖𝜒‖𝐿2),

‖∇𝜒|𝐵7
1/2

‖𝐶0 + [∇𝜒|𝐵7
1/2

]1/2 ⩽𝐹3(‖d∗𝜒‖𝐶0 + [d∗𝜒]1/2 + ‖𝜒‖𝐶0),
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其中 ∇与诸范数及 d∗均由 ̃𝑔诱导.

证明 任取函数 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐵7
1),在典范度量 ⟨⋅, ⋅⟩下易有

sup
𝐵7

1

|𝑓 | ⩽ inf
𝐵7

1

|𝑓 | + 2‖∇𝑓‖𝐶0 .

另一方面, 有显见的不等式 inf𝐵7
1

|𝑓 | ⩽ vol(𝐵7
1)−1/2‖𝑓‖𝐿2; 且 𝐿2-范数只依赖到度

量的 𝐶0-范数,从 Christoffel符号的计算公式可见协变导数也至多关系到 ̃𝑔 的一
阶导数. 综之,存在充分小的 𝐹1 > 0和另一正常数 𝐹2,当 ‖⟨⋅, ⋅⟩ − ̃𝑔‖𝐶1 ⩽ 𝐹1时,有

‖𝑓‖𝐶0 ⩽ 𝐹2(‖∇𝑓‖𝐶0 + ‖𝑓‖𝐿2).

取 𝑓 = |𝜒|并注意 |∇|𝜒|| ⩽ |∇𝜒|便得第一条不等式.

考虑方程 (d + d∗)𝜒 = d∗𝜒 ,辅以来自于 ̃𝑔 是 𝐶1,1/2 所得的算子 d∗ 至少 𝐶0,1/2

的性质,利用椭圆方程内估计直接得到第二条不等式. 对相关的理论,著作 [15]仍

可被力荐. ∎

上述引理中的 ̃𝑔 的以何种形式体现在流形的工作上? 该问题由紧随而来的

引理回答. 大致来说,是局部上把流形上的度量拉回到欧氏空间单位球上,而对流

形的几何信息一定程度上的限制便保证了 𝐶1,1/2-范数的差距不致过大.

引理 4.10 设 (𝑀, 𝑔)是七维完备 Riemann流形,存在三个正常数 𝐷2, 𝐷3 和

𝑡使内射半径 𝛿(𝑔) ⩾ 𝐷2𝑡且 Riemann曲率 ‖𝑅(𝑔)‖𝐶0 ⩽ 𝐷3𝑡−2. 则存在只取决于 𝐷2

和𝐷3的正常数𝐹4使任意的 𝑟 ∈ (0, 𝐹4𝑡]和任取的𝑚 ∈ 𝑀 ,存在𝑀中的开球𝐵𝑟(𝑚)
和微分同胚 𝛹𝑟,𝑚 ∶ 𝐵7

1 → 𝐵𝑟(𝑚)使 𝛹𝑟,𝑚(0) = 𝑚且 ‖𝑟−2𝛹 ∗
𝑟,𝑚(𝑔) − ⟨⋅, ⋅⟩‖𝐶1,1/2 ⩽ 𝐹1,其

中 𝐹1正是引理4.9中的所得.

证明 首先用共形变换 𝑔 ↦ 𝑡−2𝑔算得 𝛿(𝑡−2𝑔) = 𝑡−1𝛿(𝑔)与 𝑅(𝑡−2𝑔) = 𝑡2𝑅(𝑔),
故 𝛿(𝑡−2𝑔) ⩾ 𝐷2和𝑅(𝑡−2𝑔) ⩽ 𝐷3. 因而只需对 𝑡 = 1证明. 今待证实为为𝑀选一个
良好的坐标卡使度量 𝑔 在 𝐶1,1/2-范数意义下与典范度量接近. 利用论文 [18]的主

结果: 若内射半径下有界而截面曲率上有界,则将存在坐标系统使得对所有给定

半径的球上的度量均是 𝐶1,𝛼-有界的——辅以对坐标卡的伸缩变换,明所欲证. ∎

上述引理已经展示一二共形带来的作用, 下一条引理将结合这两条引理, 把

共形变换应用到引理4.9的不等式上,并由此从局部走向整体.

引理 4.11 令 (𝑀, 𝑔),𝐷2,𝐷3和 𝑡为引理4.10中所述,令𝐹1, ⋯ , 𝐹4为引理4.9和

引理4.10中所得的常数. 则存在与 𝑡无关的正常数 𝐹5 使得对于任意的 𝑟 ∈ (0, 𝐹4𝑡]
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及任取的闭形式 𝜒 ∈ 𝐶1,1/2(𝛬3T∗𝑀)有如下两不等式:

‖𝜒‖𝐶0 ⩽𝐹2(𝑟‖∇𝜒‖𝐶0 + 𝑟−7/2‖𝜒‖𝐿2),

‖∇𝜒‖𝐶0 + 𝑟1/2[∇𝜒]1/2 ⩽𝐹5(‖d∗𝜒‖𝐶0 + 𝑟1/2[d∗𝜒]1/2 + 𝑟−1‖𝜒‖𝐶0).

证明 在引理4.9和引理4.10的基础上,加上共形性知对于任意的 𝑚 ∈ 𝑀 有

‖𝜒|𝐵𝑟(𝑚)‖𝐶0 ⩽ 𝐹2(𝑟‖∇𝜒|𝐵𝑟(𝑚)‖𝐶0 + 𝑟−7/2‖𝜒|𝐵𝑟(𝑚)‖𝐿2),

‖∇𝜒|𝐵𝑟/2(𝑚)‖𝐶0 + 𝑟1/2[∇𝜒|𝐵𝑟/2(𝑚)]1/2

⩽ 𝐹3(‖d∗𝜒|𝐵𝑟(𝑚)‖𝐶0 + 𝑟1/2[d∗𝜒|𝐵𝑟(𝑚)]1/2 + 𝑟−1‖𝜒|𝐵𝑟(𝑚)‖𝐶0).

稍加细谈何处产生的诸系数. 对于 ∇和 d∗这类涉及导数的内容中,由于分母出现

了一次的距离,故需补充一个 𝑟以保持之;凭依此理,考察 1/2-Hölder信息时也产
生了 𝑟1/2的系数;至于 𝐿2-范数则主要来自于体元有 𝑟−7的变化,再开根号得 𝑟−7/2

的结果.

对不等式左侧的 𝐶0-范数,无非对 𝑚 ∈ 𝑀 取极大值即明之. 因而欠考察如是

sup
𝑚∈𝑀

𝑟1/2[∇𝜒|𝐵𝑟/2(𝑚)]1/2 ⩽ 𝐹3(‖d∗𝜒‖𝐶0 + 𝑟1/2[d∗𝜒]1/2 + 𝑟−1‖𝜒‖𝐶0).

此时微调 𝐹1 以保证半径为 𝑟/4的测地球总是落入某个 𝐵𝑟/2(𝑚); 由是对于 𝛾 为长
度大于 𝑟/4的测地线,进行简单的估计见

|∇𝜒(𝛾(0)) − ∇𝜒(𝛾(1))|
√𝑙(𝛾)

⩽ 4𝑟−1/2‖∇𝜒‖𝐶0 .

总而言之,可有

[∇𝜒]1/2 ⩽ max( sup
𝑚∈𝑀

𝑟1/2[∇𝜒|𝐵𝑟/2(𝑚)]1/2, 4𝑟−1/2‖∇𝜒‖𝐶0),

故可例取 𝐹5 = 5𝐹3得所欲证. ∎

至此,这些准备足以迈入对定理4.2的证明.

证明 行至尾声,逐条见来.

对 (i)只需注意到借插值不等式

[∇𝜓]2
1/2 ⩽ 2‖∇𝜓‖𝐶0‖∇2𝜓‖𝐶0

以推出 ‖𝜓‖𝐶1,1/2 ⩽ 3𝐷1𝑡4,辅以定义 𝐸1 = 3𝐷1便明了.
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在引理4.11中令 𝑟 = 𝐹4𝑡即见 (ii)中第一条不等式的成立不成问题,然第二条

化为

‖∇𝜒‖𝐶0 + 𝑡1/2[∇𝜒]1/2 ⩽ 𝐹6(‖d∗𝜒‖𝐶0 + 𝑡1/2[d∗𝜒]1/2 + 𝑡−1‖𝜒‖𝐶0),

其中 𝐹6 只取决于诸 𝐹𝑖. 对比 (ii)中第二条不等式,不难察觉首务在使右方的 𝐶0-

范数变为 𝐿2-范数. 为此目的,代入引理4.11的第一式有

(1 − 𝐹2𝐹6𝑟𝑡−1)‖∇𝜒‖𝐶0 + 𝑡1/2[∇𝜒]1/2

⩽ 𝐹6(‖d∗𝜒‖𝐶0 + 𝑡1/2[d∗𝜒]1/2 + 𝐹2𝑡−1𝑟−7/2‖𝜒‖𝐿2).

不妨取 𝑟 = min(𝐹4, 1/(2𝐹2𝐹6))𝑡令 (ii)可被信服. 注意凭依此法所得的 𝐸3 取决于

诸 𝐹𝑖进而仍只取决于诸 𝐷𝑖.

定理4.1(iii)无非是定理4.2(iv)的直接平凡推论.

今只余说明 (iv). 丘的论文 [19]给出了无边 𝑛维 Riemann流形上作用于函数的

Laplace算子 ∆ = d∗d的最小正特征值的具体正下界,其只取决于 𝑛,直径的上界
diam(𝑀), 体积的下界 vol(𝑀)和 Ricci曲率的界. 前三者均不构成困难, 对 Ricci

曲率则只需注意因对 𝜓 的 𝐶2-范数的控制导致 𝑔与平坦度量的差距不过是 𝑂(𝑡4),
故 𝑡较小时 𝑔 的 Ricci曲率必然是有界的. 记该正下界为 𝐸−2

5 ,亦仅取决于诸 𝐷𝑖.

则若 𝑓 为𝑀 上光滑实函数且 ∫𝑀 𝑓d𝜇 = 0,可有 ⟨𝑓 , ∆𝑓⟩ ⩾ 𝐸−2
5 ‖𝑓‖2

𝐿2;另一方面

Stokes定理指出 ⟨𝑓 , ∆𝑓⟩ = ‖d𝑓‖2
𝐿2 . 故 ‖𝑓‖𝐿2 ⩽ 𝐸5‖d𝑓‖𝐿2 ,明所欲证. ∎
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