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摘要. 我们通过学习 Atiyah, Hitchin 与 Singer 合作发表的著名论文《四维黎曼几
何中自对偶》掌握了一些几何学与微分方程的基本知识。我们在这个报告中列举了

其中的一部分重要内容。同时，我们理解了这篇论文中的部分重要结果，并将学习

笔记摘录下来。其中包括：1. 可积性定理在向量丛几何中的应用；2. 黎曼曲率的
分解与自对偶条件的几何性质；3. 四维自对偶联络的模空间局部结构。

摘要. We have known some basic knowledges of geometry and differential
equations by studying the famous paper ”Self-Dual in 4D Riemannian Ge-
ometry” published by Atiyah, Hitchin and Singer. We have listed some of the
important ones in this report. At the same time, we understand some of the
important results in this paper and extract some study notes. These include:
1. The application of the integrability theorem in vector bundle geometry;
2. The decomposition of Riemann curvature and the geometric properties
of the self-dual condition; 3. The local structure of the moduli space of the
four-dimensional self-dual connection.
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1. 论文简介

参考文献 [2] 是一篇微分几何领域的经典论文。这篇文章在美国数学会的
MathSciNet数据库中报告有 369次应用和 62次的评论中引用。虽然年代久远，
但是其中涉及的知识包含有微分集合、偏微分方程、拓扑学等众多领域。我们
通过一年的学习，掌握了一些背景知识，理解了作者的主要结果。现将我们学
习的部分成果整理如下。
这篇文章主要包含了两个方面的内容。首先是可积性定理，通过研究可积

性定理在具体的自对偶四维流形中的应用，作者将四维流形的共形结构和某向
量丛上的近复结构联系起来，指出这个共形结构是自对偶的当切仅当这个近复
结构是可积的（见定理3.4）。这个对应随后被应用来构造 S4 上的所有自对偶联
络。这个联络对于几何学和物理学都有非常重要的作用。
这篇文章的第二部分就研究了这种联络的模空间理论。它证明了，如果底

流形是自对偶的四维黎曼流形，并且标量曲率是正的，那么一个不可约的自对
偶联络附近的模空间是一个有限维的流形（见第4节）。

2. 预备知识

本节介绍一些理解主要结论必须的预备知识。

2.1. 自对偶的黎曼几何.

2.1.1. 黎曼几何中的曲率分解. 在黎曼几何中，切丛有自然的 Levi-Civita联络，
定义了曲率如下。

Definition 2.1. 设 M 为黎曼流形，∇ 为 M 上 Levi-Civita 联络，定义黎曼
曲率张量为如下的（0,4）张量 R

(2.1) R(X,Y, Z,W ) =< −∇X∇Y Z +∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z,W >

Remark 2.2. 可以验证黎曼曲率张量的定义对于向量场都是 C∞ 线性的，所
以定义了一个整个流形上的光滑张量场。

黎曼曲率张量有如下对称性。

Proposition 2.3. 黎曼曲率张量对于前两个，后两个变量分别是反对称的，将
前两个变量，后两个变量视为整体，对这两个整体变量是对称的。

R(X,Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W )(2.2)

R(X,Y, Z,W ) = −R(X,Y,W,Z)(2.3)

R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y )(2.4)
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设 V 为线性空间，用 S2V 表示对称 2 张量，Λ2V 表示反对称 2 张量，有
S2V ⊕ Λ2V = ⊗2V，于是黎曼张量的对称性可以写为

Proposition 2.4.

(2.5) R ∈ Γ(S2(Λ2T ∗M))

下面找黎曼曲率张量的更多对称性以方便分解它。

Theorem 2.5 (Bianchi identities).

R(X,Y, Z,W ) +R(Y, Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0(2.6)

∇XR(U, V, Y, Z) +∇YR(U, V, Z,X) +∇ZR(U, V,X, Y ) = 0(2.7)

对于一般的 Γ(S2(Λ2T ∗M))中元素，不像曲率张量一样有 Bianchi恒等式，
于是我们可以利用 Bianchi 算子的核刻画满足第一个 Bianchi 恒等式的张量。

Definition 2.6. 设 T ∈ Γ(S2(Λ2T ∗M)),定义 Bianchi算子为 b : S2(Λ2T ∗M) →
S2(Λ2T ∗M) 为

(2.8) bT (X,Y, Z,W ) =
1

3
(T (X,Y, Z,W ) + T (Y, Z,X,W ) + T (Z,X, Y,W ))

Proposition 2.7. b2 = b, 即 b 为投影算子，像为 Λ4T ∗M，核记为 C, 其中元
素满足第一个 Bianchi 恒等式，称为曲率型张量。

下面我们用一般的对称 2-张量生成曲率型张量和 S2(Λ2T ∗M) 型张量，下
记 V = TpM。

Definition 2.8. 设 α, β ∈ Λ2V ∗T1, T2 ∈ S2V ∗, 定义 α� β, T1 ©∧T2 如下

α� β(X,Y, Z,W ) = α(X,Y )β(Z,W ) + β(X,Y )α(Z,W )(2.9)

T1 ©∧T2(X,Y, Z,W ) = T1(X,Z)T2(Y,W ) + T1(Y,W )T2(X,Z)− T1(Y, Z)T2(X,W )− T1(X,W )T2(Y, Z)

(2.10)

其中 α� β 称为对称积，T1 ©∧T2 称为 Kulkarni-Nomizu 积。

Proposition 2.9. α� β ∈ S2(Λ2V ∗), T1 ©∧T2 ∈ C，且有 bα� β = 1
3
α ∧ β

下面对于曲率型张量定义迹映射。

Definition 2.10. 设 T 为曲率型张量，T (Z,X, •, Y ) : V → R 为线性映射，设
# : V ∗ → V 是由度量诱导的同构，定义 Ricci 收缩为对称 2 张量 c(T )

(2.11) c(T )(X,Y ) = Tr(Z 7→ #T (Z,X, •, Y ))
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利用 Kulkarni-Nomizu 积定义对称 2 张量到曲率性张量的映射

Definition 2.11.

(2.12) Ψ : S2V ∗ → C,Ψ(T ) = T ©∧ g

Proposition 2.12. Ψ 是 Ricci 收缩的对偶

(2.13) < S,Ψ(T ) >= 4 < c(S), T >

证明. 选取基计算即可。 □

和 Ricci 收缩类似，定义对称 2 张量的迹

Definition 2.13. 设 T ∈ S2V，定义迹为

(2.14) Tr(T ) = Tr(X 7→ #T (X, •))

也可写为 Tr(T ) =< T, g >

Proposition 2.14.

(2.15) c(Ψ(T )) = (m− 2)T + Tr(T )g

证明. 选基计算即可。 □

下面我们对曲率张量应用这些映射。

Definition 2.15. 令 Ric = c(R) ，称为 Ricci 曲率张量。
S = Tr(Ric)，称为数量曲率。

我们希望把 Riemannian曲率张量分解为数量曲率部分，Ricci张量消掉数
量曲率部分和剩余部分，我们先把 Ricci 张量的迹消掉。

Definition 2.16.

(2.16) E = Ric− S

m
g

称为无迹 Ricci 张量。

在 3 维以上的情况，我们再把 Riemannian 张量的 Ricci 收缩项消掉，考
虑 W = R−A©∧ g，则有
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Proposition 2.17.

(2.17) c(W ) = Ric− (m− 2)A− Tr(A)g

取

(2.18) A =
1

m− 2
(Ric− S

2(m− 1)
g)

此时 c(W ) = 0，称这种情况的 A 为 Schouten 张量，W 为 Weyl 张量。

综合上面的定义和命题，有如下定理。

Theorem 2.18 (曲率张量的分解).

(2.19) R =W +
1

m− 2
E©∧ g + S

2m(m− 1)
g©∧ g

三个部分互相正交，分别称为 Weyl 张量部分，无迹 Ricci 张量部分，数量曲
率部分。

Remark 2.19. 1.m = 2 时，无迹 Ricci 和 Weyl 张量均为 0，只有数量曲率
项，即 Gauss 曲率。
2.m = 3 时，Ricci 曲率决定所由截面曲率，所以 Weyl 张量仍为 0.
3.m = 4 时，此时 3 个分量均可能非平凡，下面研究 Weyl 张量的进一步分解。

固定维数为 4，M 上有自然的 Hodge-Star 算子 ∗ : Λ2T ∗M → Λ2T ∗M 平
方为 1，所以可以直和分解为 Λ2T ∗M = Λ2

+ ⊕ Λ2
−, 由于 R ∈ Γ(S2(Λ2T ∗M)),

利用外代数丛上自然的度量可以视为 R : Λ2T ∗M → Λ2T ∗M 的丛同态。而 2
阶微分形式丛上由 Hodge-Star 得出的直和分解把该映射分解为 4 个分量，由
于曲率张量分解的每个分量都是曲率型张量，于是也可化为这样的映射。其中
交换分量的映射是无迹 Ricci 项，映射的迹是由数量曲率项提供的，剩下的是
Weyl 张量写为如下形式的分解。

(2.20) W =W+ +W− ∈ Γ(End(Λ2
+))⊕ Γ(End(Λ2

−))

分别称为 Weyl 张量的自对偶部分和反自对偶部分。

Definition 2.20. 4 维黎曼流形 M 称为自对偶的，如果 W− = 0，即 Weyl 张
量是自对偶的。

Weyl 张量有很好的几何性质。

Proposition 2.21. Weyl 张量是共形不变的。

由此，给定一个流形上的共形结构便可良好定义 Weyl 张量。
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2.1.2. Hodge 理论. 本节所述定理的证明可以在 [8] 第 3 章中找到。设 M 是
紧定向黎曼流形，在微分形式丛上定义 L2 内积为逐点内积再对体积形式积分，
有如下定义。

Definition 2.22. 设 d : A∗(M) → A∗+1(M) 为外微分，定义外微分的对偶算
子 d∗ : A∗(M) → A∗−1(M) 为满足

(2.21) (α, dβ) = (d∗α, β), α, β ∈ A∗(M)

定义 Hodge 拉普拉斯为二阶微分算子 4 = dd∗ + d∗d : Ak(M) → Ak(M).
设 ω ∈ Ak(M)，若 4ω = 0，则称 ω 为调和 k 形式，所有调和 k 形式构

成的线性空间记为 Hk(M).

Hodge 理论的核心在于 Hodge 分解定理，它给出了所有微分形式这个线
性空间的直和分解，特别的，可以用来计算 de Rham 上同调群。

Theorem 2.23 (Hodge 分解定理). 设 M 为紧定向黎曼流形，则 M 的微分 k
形式全体空间可写为如下的直和分解：

(2.22) Ak(M) = Hk(M)⊕ Im(d)⊕ Im(d∗)

对于紧 Kähler 流形上的 (p, q) 形式也可类似定义 Hodge 拉普拉斯算子，
对应的空间也有类似的分解。

Theorem 2.24 (Hodge分解定理). 设 M 为紧 Kähler，则 M 的微分 (p, q) 形
式全体空间可写为如下的直和分解：

(2.23) Ap,q(M) = Hp,q(M)⊕ Im(∂̄)⊕ Im(∂̄∗)

下面是该定理的简单推论。

Theorem 2.25 (Hodge). 在 Hodge分解定理的条件下有调和形式和 de Rham/Dolbeault
上同调群的同构如下

Hk(M,R) ∼= Hk(M)(2.24)

Hp,q(M) ∼= Hp,q(M)(2.25)

Hodge 理论的强大之处在于把拓扑上的问题划归到一个椭圆方程的问题，
这样我们就有更多的手段去计算流形的拓扑。下面给出基于流形上的椭圆算子
和拟微分算子的 Hodge 分解定理的证明。

由于 Hodge拉普拉斯算子是外代数丛上 Dirac算子 de Rham算子的平方，
所以有如下性质。
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Proposition 2.26. Hodge 拉普拉斯是二阶椭圆自伴微分算子。

利用椭圆算子的理论可知

Theorem 2.27. 设 P : Γ(E) → Γ(E) 为紧黎曼流形上的自伴椭圆微分算子，
则有直和分解

(2.26) Γ(E) = ker(P )⊕ Im(P )

Remark 2.28. Hodge 分解定理只需对 P 为 Hodge 拉普拉斯直接应用定理即
可。

证明. 设 P 为 m 阶微分算子，利用拟微分算子的结论，将 P 设为 Sobolev 空
间之间的有界线性算子，则存在 Q ∈ ΨDO−m(E) 使得 PQ = Id − S′, QP =

Id− S，S, S′ 为向光滑截面的子空间 kerP, kerQ 的正交投影。
先证 ∀, s ∈ R 存在常数 Cs，使得对任意 u ∈ L2

s(E) 有估计

(2.27) ‖ u ‖s≤ Cs(‖ u ‖s−m + ‖ Pu ‖s−m)

其中范数为 Sobolev 范数,L2
s(E) 为 Sobolev 空间。

利用 u = QPu+ Su 和三角不等式还有拟微分算子的范数控制易得。
利用 u = QPu+ Su 还可证明 u 光滑当且仅当 Pu 光滑。
而 P 有逆 Q，所以 P : L2

s(E) → L2
s−m(E)为 Fredholm算子。将 L2(E) =

ker(P )⊕ker(P )⊥，考虑 u ∈ Γ(E)，在直和分解下可以写为 u = u0+u1,u0 = Su

也光滑，所以 u1 也光滑。而 ker(P )⊥ = Im(P ∗) = P (L2
m(E))，所以 u1 = Pu2，

而 u1 光滑，所以 u2 光滑，于是有 P (Γ(E)) = ker(P )⊥ ∩ Γ(E)，证毕。 □

2.1.3. 相交形式.

Definition 2.29. 设 M 为 4n 维紧定向流形，基本类为 [M ] ∈ H4n(M ;Z)。Z
对称双线性形式

(2.28) Q : H2n(M ;Z)⊗H2n(M ;Z) → Z, α⊗ β 7→ (α ∪ β)[M ]

称为流形 M 的相交形式。

Poincare 对偶给出了流形的相交形式是一个非退化的双线性型。
对于 4 维 (拓扑) 流形，一个自然的问题是相交形式多大程度的决定流形

的拓扑，有如下定理。

Theorem 2.30 (Freedman). 给定一个对称 Z 双线性型 Q，存在以 Q 为相交
形式的单连通 4 维紧流形，更进一步的有
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1. 若 Q 是偶的，即 Q(x, x) 均为偶数，则满足该条件的流形唯一。
2. 若 Q 是奇的，即 Q 不是偶的，则满足该条件的流形恰有两个，至少其中之
一没有任何光滑结构。

2.2. 主丛的几何与示性类理论.

2.2.1. 主丛的相关构造. 这一方面的主要内容可以参考 [4].

Definition 2.31. 设 G 之为一个 Lie 群, 称 (E, π,M) 为一个主丛, 若 E,M

二者皆为光滑流形, 映射 π : E → M 是为光滑投影, 且 G 在 E 上有右作用,
且满足如下之条件:

• 任取 p ∈M , 纤维 π−1({p}) 是 G-轨道;
• 存在 M 的开覆盖 (Ui)i∈I , 且存在光滑映照 φi : π

−1(Ui) → Ui ×G, 还
同时满足 G-等变.

主丛的特别之处在于其纤维是 Lie 群, 而群可以具有表示, 从而有机会将主
丛变为向量丛: 这便是配丛. 现在一个主丛已经天然有了右作用了, 如果还能左
作用到另一个流形, 我们可以相信, 这必然可以得到一个新的纤维丛.
考虑一个流形 N 有 G-左作用,(注意到当 N 恰是欧氏空间时, 我们把这

样的作用称为表示,) 我们可以定义 EN = (E × N)/G, 其中商掉的群作用是
(x, u)g = (xg, g−1u). 最后仍需要定义投影映射, 为此, 我们可以作出如下交换
图:

E ×N E M

(E ×N)/G

π1 π

πN

我们可以简单来感受一下该纤维丛的局部平凡化是如何得到的, 实际上只
需要有

π−1
N (U) ' (π−1(U)×N)/G ' ((U ×G)×N)/G ' U ×N.

至此,我们得到了 (EN , πN ,M),被称为相伴于主丛 (E, π,M)的以 N 为纤维的
纤维丛. 当 N 正是线性空间时, 作用即为表示, 这恰好就是向量丛, 这也是主丛
一种常见的用法: 即通过主丛制造向量丛.
有了一个结构, 结构之间的同态是必然要构造与定义的. 对于主丛, 最关键

的便在于 Lie 群 G 给出的右作用, 在定义同态的时候也需要明显展出, 是为:

Definition 2.32. (E, π,M) 和 (E′, π′,M) 为两个 G-主丛, 则主丛间的同态
φ : E → E′ 首先是纤维丛之间的同态, 并且满足 G-等变.
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有了同态, 同构的定义是自然的, 此处不再赘述. 实际上我们同样可以定义
底流形变动的状况下的同态, 此时应该对映射对去定义, 如下:

Definition 2.33. 映射对 (f, f̄) 为两个 G-主丛 (E, π,M) 和 (E′, π′,M ′) 之间
的同态, 若 f : M → M ′ 和 f̄ : E → E′ 是流形间的光滑映照, 且满足如下交换
图

E E′

M M ′

f̄

π π′

f

辅以要求 f̄ 是 G-等变的.

一个最简单的例子是所谓的平凡主丛, 即 M ′ = {pt}, 而 E′ = G, 此时
E = M ×G. 我们称一个主丛是平凡的, 若其同构于平凡主丛. 一个关键性的结
论是: 主丛若有整体截面则必平凡. 这是其与向量丛十分不同之处, 主要是因为
其纤维为 Lie 群而非向量空间.(类似的结论应当是若秩为 k 的向量丛有 k 个处
处线性无关的整体截面, 则向量丛为平凡丛.)
这样的交换图使人自然想到拉回的构造, 当然, 主丛上同样可以构造拉回,

并且有所有拉回都有的泛性质.

Definition 2.34. 给定主丛 (E, π,M), 光滑流形 M ′ 和光滑映照 f :M ′ →M ,
我们定义拉回 f∗(E) = {(p, x) ∈M ′ ×E|f(p) = π(x)}, 从而 f̄ 和 π′ 都为自然
的投影.

泛性质则以如下交换图表示:

Ẽ

f∗(E) E

M ′ M

∃!ϕ

f̃

π̃

f̄

π′ π

f

下面我们给出两个经典而有意义的例子.
• 考虑 G在自身上的共轭作用，即任意 g，h ∈ G，Adg(h) := g·h = ghg−1.
这是一个左作用，由此我们得到：

E ×G E M

EiG

π1

ρ

π

πiG

其中 EiG = E×G/ ∼，(x, g) ∼ (x′, g′)当且仅当存在 h ∈ G，(x′, g′) =
h · (x, g) = (xh, h−1gh). 不难看出 EiG 是 M 上的一个群丛.
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• 考虑 G 的 Lie 代数 g，仍通过共轭作用，我们得到 G 在 g 上的左作用：
任意 g ∈ G，ξ ∈ g，g · ξ = (Adg)∗(ξ). 进而有

E × g E M

AdE

π1

ρ

π

πAd

我们称其为 G− 主丛 E 的伴随丛.

对于主丛这样的结构, 同样可以和其他我们在几何中熟悉的构造相结合, 实
际上, 这便是有着极为简单的对应, 马上我们来给出其上同调描述, 主要的结果
将被写为如下定理:

Theorem 2.35. M 上的 G-主丛一一对应于 Ȟ1(M,G) 中的元素.

取开覆盖 U = (Ui)i∈I 平凡化 E,也即是存在G-等变微分同胚 φi : π
−1(Ui) →

Ui ×G. 这样在两个开集相交的地方 Ui ∩ Uj 上就有

φj ◦ φ−1
i : (Ui ∩ Uj)×G→ (Ui ∩ Uj)×G,

在元素上可以具体记为 (x, g) 7→ (x, cij(x)g). 我们作出如下之交换图, 以便宜理
解此构造:

(Ui ∩ Uj)×G (Ui ∩ Uj)×G

π−1(Ui ∩ Uj)

(id,cij)=φj◦φ−1
i

φi φj

我们的精神是: 这组资料 (Ui, cij) 在一定条件下就能够决定主丛的结构, 因为
本质上它蕴含了如何将平凡的局部粘合成整体的信息. 易于验证上面定义的
(Ui, cij) 就给出了一个 Ȟ1(M,G;U) 中的上同调类. 而更细的覆盖 U ′ 当然也平
凡化此主丛, 因此也对应的 Ȟ1(M,G;U ′) 中元素, 这样便给出 Ȟ1(M,G) 中的
一个上同调类.
反过来,一个 Ȟ1(M,G)中的元素也给出一个M 上的 G-主丛.构造的想法

是先取出每一片覆盖 Ui 上对应的 Ui×G, 再用上同调中的元素 cij 将其粘合成
所要的 E. 具体地说, 先直接构造无交并 E′ =

∐
i(Ui ×G), 然后我们的工作便

是商掉不同开集之间的转换关系. 今在其上定义等价关系: 设 (x, gi) ∈ Ui × G,
且设 (x, gj) ∈ Uj × G, 即是 M 上同一个点但是分属于不同的开集上, 那么二
者等价 (x, gi) ∼ (x, gj), 若存在 cij , 使得 gj = gicij(x). 由此可见余链条件
cij ◦ cki = ckj 的意义便在于此关系确为等价关系, 即该关系具有传递性. 从而
商空间 E = E′/ ∼ 辅以其到第一个分量的投影便是一个 M 上的 G-主丛.
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2.2.2. 联络与曲率. 后面要用到向量值的微分形式, 下面快速地列出一些必要
的定义, 大部分东西与平时的微分形式一样, 只需注意的状况会被详细解释.

Definition 2.36. 设 V 是向量空间,M 是光滑流形, 其上的 V -值 k 次微分形
式 ω 为

⊕
k TM → V 的交错 k-线性的函数, 且在 C∞(M) 意义下, 我们记这

样的 ω 的集合是 Ωk(M,V ).

这样的定义不过是为了与取基那样人为性的操作划清界限罢了, 实际上心
中自知不过 ω = ω1e1 + ... + ωkek, 其中 (ei)i=1,...,k 是为 V 的一组基, 而诸
(ωi)i=1,...,k 为平常的微分形式. 从此, 算子 d, 各种诱导映照的定义全都是自然
的. 我们在此关心一下楔积, 先给出定义

Definition 2.37. 令 ω1 ∈ Ωk(M,V ), 而 ω2 ∈ Ωl(M,W ), 则 ω1 ∧ ω2 ∈
Ωk+l(M,V ⊗W ), 具体写为

(ω1∧ω2)(X1, ..., Xk+l) =
∑

σ∈Sk+l

sgn(σ)ω1(Xσ(1), ..., Xσ(k))⊗ω2(Xσ(k+1), ..., Xσ(k+l)),

其中 Sp 表示 p 阶置换群, 群同态 sgn : Sp → {±1} 是自然的符号映射.

注意到这和我们平时使用的楔积也是一致的. 在平时 V = W = R, 则有自
然的乘法 R × R → R, 这将诱导 Ωk(M,R ⊗ R) → Ωk(M,R), 从而与寻常的状
况符合. 以上定义出来的诸多概念的性质也与平时所用一样, 比如 d2 = 0, 不需
要担心.
对于 Lie 群, 我们需要回念到, 有个概念称为伴随表示, 实际上根本就是

Ad : G→ GL(g), g 7→ d(x 7→ gxg−1),

此处已经典范地将 g 视为左不变向量场集合和视为单位元处切空间两种观点等
同, 并一般都以后者为主.

在微分几何中,联络的定义方式很多,观点也很多,比如为了协变导数,比如
为了平行移动, 此处的观点则也一样类似. 考虑 x ∈ E, 则我们由于局部平凡化
的存在,可以确信 TxE 应当由M 的切空间和 G的切空间组成.而 G为 Lie群,
其不同点处的切空间通过群乘法的切映射来获得同构, 总之, 为 g. 但是 E 上没
有乘法, 取而代之的是右作用, 因而这启发我们考虑 vx : g → TxE 为 g 7→ xg

的切映射, 因而我们可以得到这样的短正合列
0 g TxE Tπ(x)M 0

vx π∗

作为线性空间的短正合列自然分裂. 但是, 这样的分裂只能逐点, 而几何上总需
要光滑性, 因而我们的联络的存在是有必要的, 以说明光滑性. 对上述短正合列
我们仍然需要定义一些东西, 称 vx(g) 是垂直子空间, 而其一个补子空间 Hx 被
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称为水平子空间, 对应于 M 的切空间. 事实上，我们写 g 是为了便于直观地理
解发生在主丛上的求取切向量的故事，更具体地，我们可以给正合列的左端以
更代数的定义. 我们将 TE 上的垂直子空间定义为 π∗ 的核，这将有助于我们
后来的计算.

• 我们希望这些子空间能随着 x 的变化而光滑移动, 换言之, 我们实际上
可以选取一个光滑函数 ω, 逐点上是为线性映射 ω(x) : TxE → g, 使得
这成为上述短正合列中的一个截面, 而 Hx 自然变成了核空间, 换言之,
我们选取了一个 ω ∈ Ω1(E, g).

• 群作用在主丛的构造中不可忽视, 此处我们注意到我们选取的水平子空
间可以被 G 中元素右作用从而移动, 我们应该希望满足某种要求, 具体
而言, 定义右乘作用 Rg : E → E, x→ xg, 则要求 (Rg)∗Hx = Hxg.

我们已然列完了作为一个主丛的联络应当有的条件, 整理如下:

Definition 2.38. 一个 G-主丛 (E, π,M) 上的联络 ω 是 Ω1(E, g) 中的元素,
并满足如下两条要求:

• 任取 x ∈ E, 应当有 ωx ◦ vx = id;
• 令 Hx = Kerωx, 则 ∀x ∈ E, 要求 (Rg)∗Hx = Hxg.

但是第二条要求中的定义并不足够代数, 不方便计算, 许多时候大家会用另
一个 (在第一条成立时) 等价的表述:R∗

gω = Ad(g−1) ◦ ω. 下面通过简单的计算
证明一下这两条的等价性, 并不困难.

证明. ⇒:注意到第二式对水平向量已然为 0,故而实际上只需考虑 vx(X),其中
X ∈ g.考虑映射 a 7→ xag = xg·(g−1ag),此之诱导了 (Rg)∗◦vx = vxg◦Ad(g−1),
准此即有 R∗

g(ω)(vx(X)) = ωxg(vxg ◦ Ad(g−1)(X)) = Ad(g−1)(X).
⇐: 由于维数一致, 只需证 (Rg)∗Hx ⊂ Hxg, 任取一个 X ∈ Hx, 易见

ωxg((Rg)∗(X)) = (R∗
gω)(X) = Ad(g−1)(ω(X)) = 0,从而 (Rg)∗(X) ∈ Kerωxg =

Hxg. □

至于联络的存在性, 也可以和微分几何那样类似操作, 只需要使用单位分解
与全体联络之集合凸这样的结论即可完工. 下面再给出几个相关的定义, 然后我
们开始考虑定义曲率.

Definition 2.39. 一个 ω ∈ Ωk(E, V ) 称为水平的, 若只要存在 i = 1, ..., k, 有
Xi 是垂直的, 则 ω(X1, ..., Xk) = 0.

Definition 2.40. 设 ρ 是 Lie 群 G 的一个 V -表示, 称 ω 是 ρ-等变的, 若
R∗
gω = ρ(g−1) ◦ ω. 特别若有 ρ 平凡, 则 ω 称为不变的. 我们把 ρ-等变的 k-形
式集合记为 Ωk(M,EV ).
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那么对于定义曲率, 这一问题有一些先验的经验, 那就是必须由联络直接决
定, 并且是 2-形式. 在常见的向量丛微分几何中, 曲率直接被定义为 dω+ω ∧ω.
但在这里碰到了十分微妙的问题,即 dω ∈ Ω2(E, g),而 ω∧ω ∈ Ω2(E, g⊗g),即
两个微分形式取值的线性空间不同. 这便利用 g 作为 Lie 代数自带的 Lie 括号
[·, ·], 我们把 ω ∧ ω 的像记为 [ω, ω]. 注意到这里有一个两倍的问题, 我们给出定
义

Definition 2.41. 曲率形式 Fω = dω + 1
2
[ω, ω].

对于曲率, 我们可以有如下两个定理表明其性质:

Theorem 2.42. 任何一个曲率形式 Fω 均为 Ω2(M,Eg) 中的元素, 其中 G →
GL(g) 为自然的伴随表示.

Theorem 2.43. Bianchi 恒等式为 dFω = [Fω, ω].

2.2.3. 平坦丛例子. 考虑平凡丛 E = M × G, 并且还考虑一个 Lie 群上的
Maurer-Cartan 形式 ω0 ∈ Ω1(G, g), 我们可以取为 (ω0)g = (Lg−1)∗. 这一
方面可以直接参考. 实际上, 这已经可以视为 G → {pt} 上的联络. 我们定
义 π2 : M × G → G, 从而把 ω0 转移到了 E 上, 是为 Maurer-Cartan 联络
ωMC = π∗

2ω0.
我们来验证这实为一个联络, 通过对定义验证即可, 其中定义的第二条可以

使用更为方便的等价命题, 如下:

• 任取 x = (p, g), 则此时 vx = d(a 7→ (p, ga)) 恰好就是左乘一个 g, 再经
过 ωMC 左乘一个 g−1, 则确实复合后为恒同;

• 注意到 π∗
2 和 R∗

g 和 Ad(g−1) 的交换性, 实际上只需要验证 ω0 满足定
义第二条的等价命题. 此时只需要简单的计算即有

R∗
g(ω0)a = (ω0)ag ◦ (Rg)∗ = (L(ag)−1)∗ ◦ (Rg)∗

= (Lg−1)∗ ◦ (La−1)∗ ◦ (Rg)∗ = Ad(g−1) ◦ (La−1)∗ = Ad(g−1) ◦ (ω0)a.

接下来计算一下对应的曲率, 只需注意到 FωMC = π∗
2Fω0

, 其中已经把 ω0 视为
G→ {pt} 上的 Maurer-Cartan 联络了. 由前述定理,Fω0

必然是水平的, 但是 G

上所有切向量都是垂直的,因为底流形根本就是一个单点,所以迫使其曲率为 0,
从而平凡丛上 Maurer-Cartan 联络是平坦的.
前面提到了主丛可以通过表示构造伴丛, 同样, 主丛上的联络也可以通过

表示推到伴丛上, 成为伴丛上的联络. 下面来简单介绍一下这一流程, 首先我们
有一表示 ρ : G → GL(V ), 这将诱导切映射 dρ : g → gl(V ) ' Mn(R), 此处
n = dimV .
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我们先前构造的 EV 是一个正经的向量丛, 局部上同构于 U × V , 其中
U ⊂ M 是一个开集. 又回忆到 EV = (E × V )/G, 因而我们若取一组 V 的基
(e1, ..., en), 且取一个局部截面 (规范选取)s : U → E, 则这就得到了一个局部标
架场 ([(s, e1)], ..., [(s, en)]), 其中 [·] 表等价类.
通过局部规范选取,我们有 s∗ω ∈ Ω1(U, g),进而 dρ◦ s∗ω ∈ Ω1(U, gl(V )) '

Ω1(U,Mn(R)), 所得便是局部联络方阵.

2.2.4. 示性类. 我们从对称多线性泛函说起, 下面 E 均表示复向量丛（除了引
入 Pontrjagin 类的时候）。

Definition 2.44. 对称多线性泛函 P : gl(r,C)× ..× gl(r,C) → C 称为不变的，
如果 P (CB1C

−1, ..., CBkC
−1) = P (B1, ..., Bk)∀C ∈ GL(r,C), Bi ∈ gl(r,C) 成

立。

不变对称多线性泛函自然诱导丛映射。

Proposition 2.45. P 为 gl(r,C) 对称 k 线性泛函,E 为秩为 r 的复向量丛，
m = i1 + ..+ ik，自然诱导丛映射
P : (Λi1M ⊗ End(E))× ...× (ΛikM ⊗ End(E)) → ΛmCM

定义为 P (α1 ⊗ t1, ..., αk ⊗ tk) = α1 ∧ .. ∧ αkP (t1, .., tk)

证明. 随便取一个平凡化 E(x) ∼= Cr，则定义的可以计算，由不变性，定义合
理。 □

Remark 2.46. 该映射可以进一步诱导截面的映射，由于我们只考虑对曲率作
用，下面我们只考虑 P : A2(M,End(E))× ...×A2(M,End(E)) → A2k(M)

在只考虑定义域是一样的空间相乘时记 P̃ (α) = P (α, α, ..., α), 称为次数为
k 的不变多项式。
有一个一般的引理，用于说明陈类确实是个同调群中元素。

Lemma 2.47. 对 γj ∈ Aij (M,End(E)) 我们有

(2.29) dP (γ1, ..γk) =
k∑
j=1

(−1)
∑j−1

l=1 ilP (γ1, .,∇(γj), ., γk)

Corollary 2.48. 对曲率 P̃ (F∇) ∈ A2k
C (M) 为一个 d 闭链。

我们再说明对应的闭类和联络选取无关。

Lemma 2.49. ∇1,∇2 为两联络，则 [P̃ (F∇1
)] = [P̃ (F∇2

)] ∈ H2k(M,C)
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证明. ∇1 = ∇2 +A,A ∈ A1(M,End(E))

P̃ (F∇1+tA) = P̃ (F∇1
) + ktP (F∇1

, ..., F∇1
,∇(A)) + o(t)

由 Bianchi 恒等式 P (F∇1
, ...,∇(A)) = d(P (F∇1

, ..., A)) 为恰当类。
恰当类对时间积分也是恰当类，所以证毕。 □

经过这些准备后，我们可以引入陈类。
先考虑 B ∈ Cr×r,det(λIr −B) 对 B 的展开, 即是以 λ 为变元 B 的特征多

项式正好 r 次，其系数为一系列特征值的对称多项式，均可写为 B 的不变多项
式。类似的我们考虑

Definition 2.50. det(Ir + B) = 1 + P̃1(B) + ... + P̃r(B) 得到不变多项式，
deg(P̃i) = i

定义 ck(E,∇) = P̃k(
i
2π
F∇) ∈ A2k(M)

陈类定义为为 ck(E) = [ck(E,∇)] ∈ H2k(M,C),c0(E) = 1 ∈ H0(M,C)
实向量丛的 Pontrjagin 类定义为 pk(E) = (−1)kc2k(E ⊗ C) ∈ H4k(M,C)
全陈类 (Pontrjagin 类) 为 c(E) = c0(E) + ...+ cr(E) ∈ H∗(M,C)

Remark 2.51. 1. 示性类的定义可以是纯拓扑的，利用两种定义的重叠性甚至
可以证明 ci ∈ H2i(M,Z) 这里的同调是奇异上同调，利用 de Rham 同构即可。
2.可以定义流形的陈类和 Pontrjagin类为其切丛的示性类，简记为 ck(M), pk(M)。

类似陈类的定义，我们可以定义陈特征和 Todd 类, 和 Â 亏格。

Definition 2.52. tr(eB) = P̃0(B) + ..., 陈特征 chk(E) = [P̃k(
i
2π
F∇)]

det(tB)
det(Ir−tB)

=
∑
P̃k(B)tk,Todd 类 tdk(E) = [P̃k(

i
2π
F∇)]

设 E 为实向量丛

(2.30) det(
B/2

sinh(B/2)
) =

∑
P̃2k(B)

Â 亏格定义为 Â(E) = [
∑
P̃2k(

i
2π
F∇)]

2.3. 主丛上规范变换与自对偶联络. 考虑 G− 主丛范畴上对象 (E, π,M) 的自
同构，则其理应保持 G 在 E 上的作用并且稳定 M 上的纤维，由此我们得到
以下定义.

Definition 2.53. 称 f : E → E 为 G− 主丛 E 上的自同构，若 f 为光滑映
射且满足:

• f(xg) = f(x)g，∀g ∈ G 及 x ∈ E；
• π ◦ f = π.



16 陈子安, 张乐, AND 朱海鑫

习惯性地，我们称此自同构为规范变换。规范变换的全体自然成为一个群，记
为 G . 称 E 上两个联络 ω，ω′ 是规范等价的，若 ω′ = f∗ω，此等价关系记为
∼.

更一般的，我们还可以考虑 Aut(E) 为从 E 到 E 保持 M 上的纤维的 G−
等变光滑映射全体，即 {f : E → E| f 光滑，f(xg) = f(x)g，π(x) = π(y) ↔
π(f(x)) = π(f(y))，∀g ∈ G，x，y ∈ E}. 显见 G 为 Aut(E) 的子群. 我们不难
得到以下正合列

1 → G → Aut(E) → C∞(M)

其中 C∞(M) 为 M 到 M 上的光滑双射. 正合列的右端一般不是满射.
在 p ∈M 的纤维 π−1(p) ' G 上，f 成为一个 G 的自同构. 反过来，G 上

的内自同构，亦即共轭作用 g · h = ghg−1，为 G 上一个左作用. 由 §1 中诱导
纤维丛的技术，即得到例中的群丛 EiG. M 到 EiG 上的截面将给出一个规范变
换.
我们不加证明的给出如下定理 [7]:

Theorem 2.54. 记 Γ∞(M,EiG) = {s :M → EiG| s 光滑 }；
C∞(E,GAd)

G = {ψ : E → G|ψ 光滑，ψ(xg) = g−1ψ(x)g，∀g ∈ G，x ∈ E}.
其中 GAd 表示 G 在自身上取共轭作用，则上标 G 的含义即为 G− 等变.
则以下映射皆为双射.

Γ∞(M,EiG) // C∞(E,GAd)
G // G

ψ � // (x 7→ xψ(x))

s � // (x 7→ g, [(x, g)] = s(π(x))))

作为 Lie 群，我们自然会考虑 G 和 Aut(E) 的 Lie 代数 i 和 h. 对一族被
连续参数化的变换 ft ∈ Aut(E)，我们考虑其在 x ∈ E 处的取值并求其切向量
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场 X，有

Xxg =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

ft(xg)

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

ft(x)g

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

Rg ◦ ft(x)

=(Rg)∗
d
dt

∣∣∣∣
t=0

ft(x)

=(Rg)∗(Xx)

故 h 其实就是 X(E)G = {X ∈ Γ(TE)|Xxg = (Rg)∗(Xg)}. 对 i，注意到
π∗(X) = d

dt

∣∣
t=0

π ◦ ft(x) = d
dt

∣∣
t=0

π(x) = 0，故 i 应为 X(E)G 中处处为垂直切
向量的截面. 仿照群上的结果，我们有正合列

0 → i → h → X(M) → 0

最后的满射可由局部平凡化及 M 上的单位分解得到.
设 ω 为 G− 主丛 E 上一联络，局部地，为表示规范变换 f 在一联络 ω 上

的拉回，取其对应的 ψ ∈ C∞(E,GAd)
G 可表示为 [7]：

f∗ω = Ad−1
ψ ◦ ω + ϕ−1dψ

为了后面的应用，我们现在讨论联络的自对偶.
对 E 上的联络 ω，已经定义其曲率 Fω = dω + 1

2
[ω, ω] ∈ Ω2(E, g)，定理

1.12 保证其可对应为 Ω2(M,AdE) 中元素. 注意到 g 为一个向量空间，故 AdE

是一个向量丛. 我们立刻有 Hodge∗ 理论，并应用到此曲率形式上. 取 M 为四
维 Riemann 流形，则有直和分解 Ω2(M,AdE) = Ω2

+(M,AdE)⊕ Ω2
−(M,AdE)，

Ω2
±(M,AdE) 分别为 ∗ = ±1 的特征空间.

Definition 2.55. 我们称一个联络 ω ∈ Ω1(E, g)是自对偶的，若 Fω ∈ Ω2
+(M,AdE).

若定义 p−(α) = α− ∗α，此即

p−(Fω) = 0

在 Ω2(M,AdE) 上，p− 为平行于 Ω2
+(M,AdE) 向 Ω2

−(M,AdE) 的投影.

2.4. 反函数定理. [5]

Theorem 2.56. 设 F : M → N 为 Hilbert 流形间的光滑映射，DF 在任意
m ∈ M 处都是一个 Fredholm 映射. 那么存在 U = U1 × U2 为 m 的开邻域，
及其像集的分解 F (m) = (n1, n2) ∈ F (U) = V1 × V2，其中 U2，V2 为有限维流
形，使得
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• F (u1, u2) = (F1(u1), F2(u1, u2))，F1 : U1 → V1 为微分同胚；
• Φ : U2 → V2，定义为 Φ(u2) = F2(F

−1
1 (b1), b2) 为一个微分同胚.

若 DFm 为满射，则进一步有 U2 为一个有限维光滑流形，其维数为 kerDFm.

3. 可积性定理的应用

3.1. 基本的可积性命题. 这一部分, 我们考虑的所谓可积性是指一个微分方程
局部上解的存在性, 使得一些逐点性质可以在一个局部坐标领域里写出来. 这一
方面最经典的定理是所有微分流形课程中都必然学习的 Frobenius 可积性定理,
有两种版本分别陈述如下:

Definition 3.1. 我们称 Lh 是光滑流形 M 的开集 U 上的一个 h 维分布, 若
U 上存在 h 个处处线性无关的光滑切向量场 X1, ..., Xh, 使得 ∀q ∈ U ,Lh(q) 被
X1(q), ..., Xh(q) 张成.

那么定理可以被陈述如下:

Theorem 3.2. 设 Lh = {X1, ..., Xh} 是 U ⊂ M 上的一个 h 维光滑分布. 则
对于任意 p ∈ U , 存在 p 附近的局部坐标 w 于 W ⊂ U 上, 使得

Lh|W = { ∂

∂w1
, ...,

∂

∂wh
},

当且仅当 [Xα, Xβ] ∈ Lh, 对于任意的 α, β = 1, ..., h.

具体的证明可以参考 [3]. 利用余切丛, 我们可以把整个定理改写成另一种
等价版本. 为此, 我们的考虑是把 Lh(p) 等价地考虑到其零化空间 Lh(p)⊥ ⊂
T ∗
pM . 设 m = dimM , 从而我们实际上可以考虑 m − h 个 1-形式 ωs, 则分布
Lh 实际上等价于这些 ωs = 0, 不妨编号为 h + 1, ...,m. 定理条件中的保持 Lie
括号也需要改写成使用楔积和 de Rham 算子表达的形式, 即为

dωs =
m∑

t=h+1

αst ∧ ωt,

其中 αst 是一些 1-形式. 此后, 我们论述的一个可积性命题也将会使用这种版
本, 即在余切丛上进行考虑.
在本节中, 我们的设定便是考虑一个由一阶微分算子 D : Γ(E) → Γ(F ) 给

出的丛. 粗糙地来说, 我们考虑的实际上是求解 Ds = 0 这样的截面方程, 具体
操作的时候, 我们通过射流丛 (jet bundle) 来将这样的算子变成线性算子, 然
后在逐点意义下解方程/取纤维, 最后给出一个可积性命题来说明这何时可以可
积.
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为此, 在给出丰富的构造之前, 我们先定义所谓的射流丛. 它的核心思想就
是把截面的所有导数都陈列出来,变成逐点的信息.考虑 E 是M 上的一个向量
丛, 则任取 x ∈M , 定义 Γx(E) 是所有在 x 处光滑的 E 的截面. 注意这同时还
是一个 C∞(M)-模.我们定义其子模 Γkx(E)是前 k 阶 (包括第 k 阶)的所有在 x

处导数都为 0 的那些截面. 则在 Jk(E) 在 x 处的纤维便是 Γx(E)/Γkx(E). 对于
本节, 我们要关心的是一阶射流丛 J1(E). 注意到在局部上, 我们可以把 J1(E)

视为 E 和 E ⊗ Λ1 的直和, 这会为将来的局部计算提供极大的便宜.
设 E 是一个向量丛,此处视为实向量丛.一个 E 的截面 s通过对偶变成 s∨,

视为对偶丛 E∗ 上的连续函数, 定义为 s∨(ϵx) = ϵx(s(x)). 为了方便, 我们给出
局部的参数化. 设 E 的局部标架场 (e1, ..., en) 及其对偶基 (ϵ1, ...ϵn), 换言之,E∗

的局部标架场, 则我们可以参数化之形如:(λ1, ..., λn, x) 7→
∑

i λiϵi(x) ∈ E∗. 若
截面 s 局部上可以写为 s =

∑
i fiei, 则有

s∨(λ1, ..., λn, x) =
∑

λifi(x),

以及 ds∨ =
∑

dλifi +
∑
λidfi.

下面我们来定义接下来主要的研究对象 V (D), 这将是 T ∗E∗ 的一个子丛;
而为了体现这是一阶微分算子, 我们会引入一阶射流丛 J1(E). 为了把 X 上的
一阶射流丛变成 E∗ 上的丛, 我们利用投影映照 p : E∗ → X, 使用拉回得到
p∗J1(E) 是为 E∗ 上的丛. 为了使得这个丛变成 T ∗E∗ 的子丛, 我们寻求向量
丛之间的同态 V : p∗J1(E) → T ∗E∗. 由于此前的讨论, 有着最自然的定义方式
V (p∗j1(s)) = ds∨. 此前我们知道局部上 E ⊗ Λ1 ⊂ J1(E), 我们可以把这个映射
具体写为

V ((ex ⊗ αx)ϵx) = −ϵx(ex)p∗αx ∈ (T ∗E∗)ϵx .

而我们的一阶微分算子 D 实际上就是 J1(E) → F 的向量丛之间的同态, 我们
把其核记作 R, 则所谓的 V (D) 就定义为 V (p∗R).
下面我们来具体计算一个例子,即取 D就是协变导数 ∇,局部上,我们可以

有局部联络方阵 ωij , 使得对于给定的局部标架场 (ei), 有 ∇ei =
∑
ωij ⊗ ej . 所

谓其核, 实际上就是形如 ∇s = 0 的截面. 设 s =
∑
fiei, 则有

0 = ∇s =
∑
i

dfi ⊗ ei +
∑
j

fj
∑
i

ωji ⊗ ei,
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即满足 dfi +
∑

j fjωji = 0. 但是注意到 V (D) 中的元素则应该是形如 ds∨, 所
以我们仍然需要进行计算

ds∨ =
∑
i

dλifi +
∑
i

λidfi

=
∑
i

dλifi −
∑
i

λi
∑
j

fjωji

=
∑
i

dλifi −
∑
j

λj
∑
i

fiωij

=
∑
i

fi(dλi −
∑
j

λjωij).

换言之, 我们可以用诸 θi = dλi −
∑

j λjωij 来张出 V (D).
接下来我们考虑形式更为一般的算子 D = σ∇, 其中 σ : E ⊗ Λ1 → F 称为

D 的符号. 记 S1 = R∩E ⊗Λ1 为这个符号的核, 而 S2 ⊂ E ⊗Λ2 是 S1 ⊗Λ1 在
楔积下张成的, 即其中是形如

∑
si ∧ αi 的元素. 我们下面陈述这个有力的命题,

并未来将使用这个命题用于具体的问题.

Proposition 3.3. V (D) ⊂ T ∗(E∗\0) 是可积的, 当且仅当如下两条成立

• D1Γ(S1) ⊂ Γ(S2);

• ΩΓ(E) ⊂ Γ(S2).

我们来解释一下一些记号上的问题.通过协变导数∇,我们可以自然定义 1-
形式到 2-形式的映射 D1 和 0-形式到 2-形式的映射 Ω. 其中分别定义为 D1(e⊗
α) = ∇e ∧ α+ e⊗ dα 和 Ω = D1∇.

证明. 对于一个余切丛上的分布 V = V (D), 我们通过 dv =
∑
vi ∧αi 来表达可

积性, 其中 v, vi ∈ Γ(V ). 换言之, 可以形如原命题地表述为 dΓ(V ) ⊂ Γ(V2), 其
中 V2 是 V ⊗ Λ1 通过楔积张成的.

由于 D = σ∇, 故而有 V (D) = V (p∗(S1 ⊕ E)), 直观上便是, 一部分是 σ

的核, 还有一部分是 ∇ 的核. 后者已经在前面进行了计算, 由诸 θi 张出. 我们
设 S1 由 σi =

∑
jk sijkej ⊗ dxk 张出, 则通过投影映射 p 拉回之后得到 σ∨

i =∑
jk sijkλjdxk 张出前者.
注意到 T ∗(E∗\0) 局部上被 dxi 和 dλj 张出, 或者实际上可以等价选取为

θi 和 dxi. 因此我们知道,V2 可以由 θi ∧ θj , θi ∧ dxj , σ∨
i ∧ dxj , σ∨

i ∧ θj 张成. 但
是我们可以用 θi ∧ dxj 得到 σ∨

i ∧ θj , 因而我们只需要考虑前三者. 此处我们知
道 V (S2) 由 σ∨

i ∧ dxj 张成.
为了验证 dΓ(V ) ⊂ Γ(V2) 的这样的可积性条件, 现在我们计算 dθi 和 dσ∨

i ,
尽量写成 θi ∧ θj , θi ∧ dxj , σ∨

i ∧ dxj 张出来的形式.
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首先计算 dθi, 具体的流程如下:

dθi = d(dλi −
∑
j

λjωij)

= −
∑
j

λidωij −
∑
j

dλj ∧ ωij

(代回θi的定义) = −
∑
j

λidωij −
∑
j

ωjk ∧ ωijλk −
∑
j

θj ∧ ωij

(Ω = dω + ω ∧ ω) = −
∑
k

λkΩik −
∑
j

θj ∧ ωij .

我们知道第二项已经属于 V2 的截面了,因为所谓局部联络方阵也不过是 dxi 组
合出来的.而第一项,为了其属于 V2 的截面,我们应当注意到 λi 给出的是 X 上
向量丛 E 的参数化. 现在我们回到底流形是 X 的时候, 便可以发现第二项属于
V2 的截面等价于 Ω把 E 的截面变成 S2 的截面,这样通过投影映照 p : E∗ → X

拉回再通过 V 映射到 E∗ 的余切丛时恰好在 V2 中, 即 ΩΓ(E) ⊂ Γ(S2).
在计算另一部分之前, 我们可以先提前计算一下 D1σi, 有

D1σi = D1(
∑
jk

sijkej ⊗ dxk)

=
∑
jk

sijk∇ej ∧ dxk +
∑
jk

ej ⊗ dsijk ∧ dxk

=
∑
jk

sijk
∑
m

ωjm ⊗ em ∧ dxk +
∑
jk

ej ⊗ dsijk ∧ dxk,

因而有 (D1σi)
∨ =

∑
jk sijk

∑
m ωjmλmdxk +

∑
jk λjdsijk ∧ dxk. 在计算时, 我

们在 E∗ 的余切丛上工作, 因此要考虑后者; 在对照题设条件时, 我们的底流形
是 X, 仍然需要前者. 下面回到主要的计算, 为

dσ∨
i =

∑
jk

sijkdλj ∧ dxk +
∑
jk

λjdsijk ∧ dxk

(代回θi的定义) =
∑
jk

sijkθj ∧ dxk +
∑
jk

sijk
∑
m

ωjmλm ∧ dxk +
∑
jk

λjdsijk ∧ dxk

(代入(D1σi)
∨) =

∑
jk

sijkθj ∧ dxk + (D1σi)
∨.

因此, 希望 (D1σi)
∨ 是 V2 的截面, 等价于希望 D1σi 是 S2 的截面, 这就是第一

个条件 D1Γ(S1) ⊂ Γ(S2). 总而言之, 我们通过具体的计算, 证明了命题中的当
且仅当. □

3.2. 可积性命题的应用.
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Theorem 3.4. 设 X 是定向 4 维流形。则 X 上的一个共形结构自然定义出
P (V−) 的一个近复结构，该近复结构可积当且仅当 W− = 0 即 X 是自对偶的。
(注：4 维 Spin 表示可以看做正交群上的射影表示，所以不用假设流形是 Spin
流形)

证明. 先说明注记中的事实，考虑 Spin表示 ρ : Spin(4) → GL(V )，而 ρ(−1) =

−Id，考虑与商映射 π + GL(V ) → GL(V )/C∗ 复合，则 πρ(1) = πρ(−1)，所
以诱导映射 ρ′ : SO(4) → GL(V )/C∗ = PGL(V )，其中 PGL(V ) 是射影空间
P (V ) 的线性同构群，而 Spin 群在旋子上作用保持分次，所以可视为到 P (V−)

的同态，可利用配丛在不一定 Spin 的流形上构造整体的 P (V−) 丛。
由可积性是局部性质，所以可以局部考虑，在共形结构里选取一个黎曼度量。由
于所有流形局部上都有 Spin 结构，选定一个固定的 Spin 结构，局部有旋子丛
V+, V−。
V− 上的 Dirac 算子可以看做联络和象征的复合如下

(3.1) D : Γ(V−))
∇→ Γ(V− ⊗ T ∗X))

σ→ Γ(V+)

这是因为 Dirac 算子的定义为取标准基 Clifford 作用之和和计算 Dirac 算子象
征便是 Clifford 作用的倍数。利用该定义方式定义扭算子如下

(3.2) D̄ : Γ(V−))
∇→ Γ(V− ⊗ T ∗X))

σ̄→ Γ(V ⊥
+ )

其中 σ̄ 是向 σ 的核的正交投影，即丛同态

(3.3) σ̄ = 1− σ∗σ : V− ⊗ T ∗X → V ⊥
+

V ⊥
+ ⊂ V− ⊗ T ∗X 为投影的像。局部计算扭算子如下

D̄ψ = σ̄∇ψ(3.4)

= ∇ψ − σ∗(Dψ)(3.5)

= ∇ψ +
1

4

∑
ei.Dψ ⊗ ei(3.6)

最后一个等号只需证 σ∗(x) = − 1
4

∑
ei.x ⊗ ei, x ∈ (V+), 而右式内积 u ⊗ v ∈

V− ⊗ T ∗X 为

< −1

4

∑
ei.x⊗ ei, u⊗ v > = −1

4

∑
< ei.x, u >< ei, v >(3.7)

=
1

4

∑
< x, ei.u >< ei, v >(3.8)

=
1

4
< x, v.u >(3.9)

=< x, σ(u⊗ v) >(3.10)
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这里 Dirac 算子的象征为消除旋子维数做了一个乘 1/4 的处理。
有了这些准备工作，我们下一步需要把可积性定理应用在扭算子上，即要

验证两个条件 D1Γ(S1) ⊂ Γ(S2),ΩΓ(E) ⊂ Γ(S2)，下面局部刻画丛 S1, S2。
S1 = ker(σ̄) ⊂ V− ⊗ T ∗X 恰巧为同态像

V+ → V− ⊗ T ∗X(3.11)

ψ 7→
∑

ei.ψ ⊗ ei(3.12)

该同态显然为单射，像在 S1中，计算维数可知映满 S1,所以 S1中截面局部上均
可写为

∑
ei.ψ⊗ ei 形式。p : V ∗

− → U 为局部投影映射, 计算可以得出 V (D̄) =

V (p∗S1⊕p∗V−)，其中 V (D̄)是 T ∗
C(V

∗
−\0)的复 4维子丛且满足 V (D̄)∩V (D̄) = 0

则复化的余切丛的近复结构在 V (D̄) 上定义了一个新的近复结构,V : p∗(V− ⊗
T ∗X) → T ∗V ∗

− 为满足下述条件的映射。

(3.13) V ((ex ⊗ αx)ϵx) = − < ex, ϵx > p∗αx

先验证条件 D1Γ(S1) ⊂ Γ(S2)，取 ϕ =
∑
ei.ψ ⊗ ei, 而由 Levi-Civita 联络保持

度量有

(3.14) ∇ϕ =
∑

ei.∇ψ ⊗ ei

取诱导的联络有 D1 = A(∇)，其中 A 为把二张量反交换化的算子，则诱导联
络在 Γ(S1) 上作用为 D1(ϕ) =

∑
ei.∇jψ ⊗ ej ∧ ei

S2 中元素为下述映射的像

V+ ⊗ Λ1 → V− ⊗ Λ2ψ ⊗ α 7→
∑

ei.ψ ⊗ ei ∧ α(3.15)

先证该映射在纤维上是单射，若
∑
ψj⊗ej 在核中，则有

∑
ei.ψj⊗ei∧ej = 0，则

有 ei.ψj = ej .ψi 对任意 i 6= j 成立。于是有 ej .ei.ψi = −eiejψi = −eieiψj = ψj ,
于是 ei.ψi = −ej .ψj = 0，而 ei ∈ Hom(V+, V−) 为同构，所以 ψi = 0，所以核
平凡，于是该映射可视作嵌入映射。

(3.16) V+ ⊗ Λ1 ⊂ V− ⊗ Λ2

下面利用一些旋子的定义将所有丛典范同构于两个旋子张量积以方便刻画 S2.
对于 Clifford 代数有同构

(3.17) Cl4 = Λ0 ⊕ Λ1 ⊕ Λ2 ⊕ Λ3 ⊕ Λ4

对于旋子模 V = V+ ⊗ V− 有同构 Cl4 ⊗ C ∼= End(V )



24 陈子安, 张乐, AND 朱海鑫

而在 V 上固定一个度量有

(3.18) End(V ) = V ⊗V ∗ = V ⊗V = V+⊗V+⊕V−⊗V+⊕V+⊗V−⊕V−⊗V−

进一步分解为 V+ ⊗ V+
∼= S2V+ ⊕ Λ2V+，而给定定向后有 Λ2V + ∼= C

下面我们利用该分解刻画外代数的分解。
复化的 Clifford 代数 1 分量作用交换分次，且外代数次数为 1 的恰巧为

Hom(V+, V−)⊕Hom(V−, V+)中对称部分，外代数次数为 3的分量是反对称部
分，于是均可视作 V+ ⊗ V− 分量。

考虑 0, 4分次的作用，在两分量上分别是标量阵，对应的是 Λ2V +⊕Λ2V −

项，所以 2 分量有自然同构 Λ2
C
∼= S2V+ ⊕ S2V−

综上，定义 S2 的映射可以视为

V+ ⊗ Λ1 ∼= V+ ⊗ V+ ⊗ V− ∼= S2V+ ⊗ V− ⊕ V−(3.19)

V− ⊗ Λ2 ∼= V− ⊗ (S2V+ ⊕ S2V−) ∼= (S2V+ ⊗ V−)⊕ V− ⊕ S3V−(3.20)

且这里的所有同构和一开始构造的嵌入映射和右边自然的嵌入相合。于是 ΩΓ(V−) ⊂
Γ(S2) 当且仅当下述复合为 0

(3.21) V−
Ω−→ V− ⊗ Λ2 −→ S3V−

该复合恰为曲率张量分解 S4V− 部分，即反自对偶 Weyl 张量为 0. 至此，我们
利用可积性定理证明了 V (D̄) 可积当且仅当 X 是自对偶的。

下面说明 P (V−) 的近复结构可积和 V (D̄) 的关系。V (D̄) 是 T ∗
C(V

∗
−\0) 的

子丛，它在其上通过将该空间定义为 T 1,0V ∗
−\0定义了一个良定的近复结构，而

该丛对合当且仅当近复结构是可积的。而 C∗ 作用和这个近复结构相容，所以
该近复结构可以看做 P (V−) 上的近复结构，于是 P (V−) 上该近复结构可积当
且仅当 X 是自对偶的。 □

Remark 3.5. 1. 在共形结构中固定黎曼度量，则 P (V−) 的近复结构可以看的
更清楚。利用 X 的 Levi-Civita 联络可以将 P (V−) 的切空间分解为水平和垂
直部分，垂直部分就是纤维上的近复结构，就只是复射影直线自然的近复结构，
水平部分是在余切丛自然利用 Clifford 作用定义出的一个近复结构。最后共形
等价的度量会给出同样的近复结构，所以只需考虑共形结构。

2. 在 Spin 流形的条件下，V ∗\0 可以视为 P (V−) 上的一个全纯线丛 H，
利用线丛的计算可知 H−4 ∼= K，其中 K 为 P (V−) 上的自然的全纯 3-形式线
丛。
P (V−) → X 的纤维是复子流形，这些复子流形上的法丛作为实向量丛利用局
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部平凡化是平凡的，而作为全纯丛便不是了。固定纤维 (V ∗
−)x，坐标为 λ1, λ2，

则法丛的对偶丛 N∗ 是由 σ∨
α , α = 1, 2 生成的

(3.22) σ∨
α =

∑
< ei.ψα, ϕ > ei

其中 ϕ ∈ (V ∗
−)x, ψα ∈ (V+)x, 此时为 σ∨

α 良好定义的 N∗ 全纯截面，在 ϕ 上线
性可以推出法丛 N∗ 可视为 P (V−)x 上的丛，且生成丛 HN∗ 。所以 HN∗ 为
平凡丛，射影直线上的向量丛都可以分解为线丛直和，所以 N ∼= H ⊕H, 下面
计算法丛的全纯截面全体，即第 0 个层上同调群。

(3.23) H0(P (V−)x,O(N)) ∼= (V+)
∗
x ⊗ (V−)x ∼= (Λ1

C)x

这个结果的证明略去，可以说明法丛作为全纯丛是非平凡的。
总结一下，该定理在 4 维自对偶流形的一个 CP1 丛上定义了一个复结构，

而额外的共形结构给出的是一个实结构（即复线性空间有共轭运算）τ 如下，该
结构是用 V− 的四元数结构诱导的。

(3.24) τ : P (V−) → P (V−)

在定理条件下，该实结构没有不动点，不过保持纤维。

例子 3.6. 1. X = R4 配备平坦共形结构，则 P (V−) = S2 ×R4。其复结构正好
是作为全纯丛 H ⊕H 的全空间。
2. X = S4，则 P (V−) = CP3，纤维都是 CP3 中的直线，而 CP3 中所有射影
直线被 Klein 二次式 Q4 刻画，有嵌入 S4 ⊂ Q4，此时 S4 中元素对应的每个
射影直线互不相交，全体恰好拼成 CP3。
3. X = CP2，则 P (V−) = F3，其中 F3 是旗流形。定义如下

(3.25) F3 = {(x, l)‖x ∈ CP2, l ⊂ CP2, l为射影直线}

4. 自对偶模空间的局部结构

我们已经认识了主丛上的自对偶结构，接下去我们将考虑此自对偶结构下
的联络的整体. 以下沿用之前的记号.

首先，E 是一个 G− 主丛，注意到若 H ≤ G 为 G 的闭子群，则 E 自
然将成为一个 H− 主丛（底空间未必仍是 M）. 记 Lie 群 H 的 Lie 代数为
h，显见 h ⊂ g. 那么 E 作为 H− 主丛的联络全体 Ω1(E, h) 作为集合包含于
⊂ Ω1(E, g)，且在 M 所对应的纤维上稳定.

Hx = kerωx =
{
X = df

dt

∣∣
t=0

| f(0) = x且=f ⊂ xH}，则

(Rg)∗X =
d
dt(Rg ◦ f)

∣∣∣∣
t=0

∈ kerωxg
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，故 (Rg)∗Hx ⊂ Hxg. 又由维数相等，知 (Rg)∗ 诱导垂直子空间之间的同构. 至
此 ω 成为 E 作为 G− 主丛的联络.

E 上这样的联络某种意义上并不是“本质”的，因为它可约化到有更小结
构群的主丛上，而非一定要生长在 E 上. 我们接下去将不考虑这一部分联络，
并称 E 上不可约化到 G 的一个真闭子群的联络为不可约的.
显见那些只相差一个规范变换的联络应当被视为相同的，而规范变换作为

主丛 E 上的自同构会诱导联络之间的一个等价关系，因此我们只考虑 E 上自
对偶联络对于此等价关系的商空间。并给出如下定义。

Definition 4.1. S = {ω ∈ Ω1(E, g)|ω 自对偶且不可约 }/ ∼，其中 ∼ 为 1.14
中定义. S 被称为 E 上不可约自对偶联络的模空间.

Atiyah，Hitchin 与 Singer 在 1978 年发表的论文中给出了一个定理：

Theorem 4.2. G 为紧半单 Lie 群，E 为四维自对偶 Riemann 流形 X 上的
G−主丛，则若 S 非空，则 S 为一个微分流形，维数为 p1(AdE)− 1

2
dimG(χ−τ).

其中 p1 为第一 Pontrjagin 类，AdE 为 E 的伴随丛，χ 为 M 的 Euler 示性
数，τ 为 M 的符号.

这一部分我们的目标是叙述此定理的一部分结果，计算 S 的维数并给出 S

局部上的流形结构.

4.1. 无穷小形变. 首先我们来计算 S 的切空间. 在一个不可约自对偶联络 ω

处，考虑一族被光滑参数化的不可约自对偶联络 (ωt)t，其中 ω0 = ω. 记其曲率
为 (Ωt)t，差为 τt = ωt − ω0. 证明的核心是考虑复形

0 // Ω0(E, g)
d0 // Ω1(E, g)

p−◦d1 //

d1 &&L
L

L
L

L
Ω2

−(E, g) // 0

Ω2(E, g)

p−

OO

我们用下标区分其中的微分算子，其中 d0 即为自对偶联络 ω 所给出的共变导
数，d1 为 d0 在 1-形式上的自然扩张. 这是一个复形，是因为 (p− ◦ d1) ◦ d0 =

p− ◦ (d1 ◦ d0) = p− ◦ Ω = 0.
由曲率的表示，我们有

Ωt − Ω0 = d1τt +
1

2
[τt, τt]

由自对偶性，

0 = p−(Ωt − Ω0) = p−

(
d1τt +

1

2
[τt, τt]

)
= p− ◦ d1(τt) +

1

2
p−([τt, τt])
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为得到切向量，我们对 t 求导并取 t = 0，有

0 =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
p− ◦ d1(τt) +

1

2
p−([τt, τt])

)
=p− ◦ d1

(
d
dt

∣∣∣∣
t=0

τt

)
+

1

2
p−

(
d
dt

∣∣∣∣
t=0

[τt, τt]

)
=p− ◦ d1(τ̇) +

1

2
p−

(
lim
t→0

[τt, τt]

t

)
=p− ◦ d1(τ̇) +

1

2
p−(0)

=p− ◦ d1(τ̇)

其中我们关心的切向量，被记作 τ̇ = d
dt

∣∣
t=0

τt 为一 1-形式，上式告诉我们它属
于 p− ◦ d1 的核.
上述计算还没有考虑等价关系，即联络之间相差一个规范变换所引起的变

化. 为此，我们假设 (ωt)t 由一族被光滑参数化的规范变换 (ft)t 给出，即 ωt =

f∗
t (ω). 特别地，f0 = idE . 记 ḟ = d

dt

∣∣
t=0

ft ∈ Ω0(E, g).
为了计算 t = 0 处导数，我们考虑其在 x ∈ E，v = d

ds

∣∣
s=0

γ ∈ TxE 处取
值，

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(f∗
t (ω))x(v) =

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(Ad−1
ψt

◦ ω + ψ−1
t dψt)x(v) = d0ḟx(v)

即 τ̇ 为 d0的像. 因此我们作出合理的推测，复形 0 → Ω0(E, g)
d0→ Ω1(E, g)

p−◦d1→
Ω2

−(E, g) → 0 的上同调群 H1 即为其切空间，我们将在第二部分证明这一点.
接下去我们先计算 h1 = dimH1 即 H1 的维数. 为此，记 h0 = dimH0，h2 =

dimH2.
对 H0，B0 = 0，Z0 则为从 TE 到 g 的联络 ω 意义下的常截面. 我们有如

下定理 [6]:

Theorem 4.3 (约化定理). 设 M 连通且仿紧. 对 G− 主丛 (E, π,M)，带上一
个联络 ω. 设 x0 为 E 上一点，Φ(x0)为 E 在 x0 处的和乐群，E(x0) = {x ∈ E|
存在水平的曲线连接 u 和 u0}. 则 E(x0) 可约化为 Φ(x0)− 主丛，ω 约化为其
上的联络.

Theorem 4.4 (和乐定理). 记号同上. Ω 为 ω 的曲率，则 Φ(x0) 的 Lie 代数
为 g 的子 Lie 代数，由 {Ωv(X,Y )| v ∈ E(x0), X, Y 为 v 水平向量 } 张成.

对这样的截面 s，主丛上的约化定理告诉我们，ω 约化到 E(x0) = E 作为
Φ(x0)−主丛上的联络. 由假设，ω 不可约，故此为 E 上的和乐群处处为 G，其
Lie 代数即为 g. 将 s 看作 Aut(E) 上的截面，则 s 的特征值是常数. 对半单



28 陈子安, 张乐, AND 朱海鑫

Lie 代数 G，若 s 不对应到 C(G) 中的元素，则必有不同特征值，由其不同特
征值的特征子空间的分解即得 E 的直和分解，与 ω 不可约矛盾. 又由 G 为半
单的，C(G) 为 0 维. 故 h0 = 0.
我们引用一个来自 Atiyah 的消没定理，以说明 h2 = 0.

Theorem 4.5. 设 D = ∇ ◦ C : V ⊗ E → V ⊗ E 为一个旋量丛上的 Dirac 算
子，其中 ∇ 为联络诱导的共变导数，C 为 Clifford 模的乘法. 记 K 为 V ⊗E

的曲率，若 C(K) 是正定的，则 Dψ = 0 蕴含 ψ = 0.

利用 Riemann 流形上的形式伴随 d∗0，我们将原复形改写为 D = p− ◦ d1 +
d∗0 : Ω1(E, g) → Ω2

−(E, g)⊕ Ω0(E, g) 为一椭圆算子，则 indexD = −h0 + h1 −
h2 = h1. 为了计算 indexD，我们想到 Atiyah-Singer 指标定理.
故 dimH1 = h1 = indexD = p1(g)− 1

2
dimG(χ− τ).

4.2. 局部流形结构. 接下去我们将在无穷小形变上积分，并说明 H1 中元素都
是由一族被光滑参数化的联络定义的. 在 Ω1(E, g) 中，一个自对偶联络可以被
表述为方程

p−(d1τ +
1

2
[τ, τ ]) = 0

的解，记 Φ = {τ ∈ Ω1(E, g)| p−(d1τ + 1
2
[τ, τ ]) 且 d∗τ = 0}. 为了记号上的统

一，我们不再用下标区分对形式求导的微分算子 d，且作用在 1-形式上时应复
合上反自对偶投影.
考虑 Laplace 算子 ∆ = d∗d+ dd∗，将 Ω∗(E, g) 分成其核——调和形式及

其正交子空间. 记 H 为到调和形式的正交投影，G 为 ∆ 的 Green 算子，则
G∆ = 1−H. 定义 F : Φ → Ω1(E, g)，使得 F (τ) = τ + 1

2
Gd∗p−([τ, τ ]). F 是

个椭圆的 Fredholm 算子.

d(F (τ)) =dτ +
1

2
dGd∗p−([τ, τ ])

=dτ +
1

2
Gdd∗p−([τ, τ ])

=dτ +
1

2
G(∆− d∗d)p−([τ, τ ])

(h2 = 0) =dτ +
1

2
[τ, τ ]−Hp−(dα)−Gd∗dp(dα)

=dτ +
1

2
[τ, τ ]

同理有 d∗(F (τ)) = d∗τ . 综上，∆F (τ) = ∆τ + 1
2
d∗p−([τ, τ ]) = 0，即 F 定义

了一个从 Φ 到 Ω1(E, g) 中调和形式，即 H1 的映射. 由其光滑性及紧性，我们
可以在 Ω1(E, g) 上给出一个 Sobolev 范数，由 Sobolev 不等式，我们可以将 F
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延拓定义到 Ω1(E, g)的完备化上. 注意到 F 在 τ = 0处的微分为恒等映射，由
反函数定理，F−1 在 H1 上给出 Φ 的局部坐标.
为保证这确实是模空间 S 在 ω 附近的局部结构，我们不加验证的给出如

下结果：

• 任意自对偶联络与 ω 足够近（Sobolev 范数意义下），都规范等价到 Φ

中；
• 任意一族 ω 附近被光滑参数化的自对偶联络，都规范等价到 Φ 中一族
被光滑参数化的自对偶联络；

• Φ 中任意两个 ω 附近自对偶联络之间不为规范等价.
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